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Résumeé

Les mod | es math®mati gues servant " simul e
représentet un outil puissant pour concevoir une nouvelle installation ou prédire le
comportement doune station do®puration d ®]

fournissent aucune information sur un systeme particulier sans un algorithme pour les

solutionnerl | existe actuell ement un grand nombr e
cal cul er |l a solution débun mod | e avec pr ®c
repr ®sentent toujours | 6un des obstacl es

agproches permettent de r®duire | es temps ¢

informatique plus puissant ou le développement de logiciels et algorithmes plus

performants.

Loobjectif principal de c¢ce m®mdaisimgificaient de p
automati que doun mod | e sur | a base de S
approxi mation | ocale du mod Il e, est utilis®
m®t hode dobéhomotopie est ensulies$wleustpriodres st®e p o
|l es variables do®tat déun Jacobien simplif
Jacobien entiePuisque les valeurs propres représentent une approximation valable de la

dynami gue des variablesi db@®etde doéuer mods!| e¢

|l a base de | eurs valeurs propres associ ®es
tr s rapide par rapport © | 6®chell e de tem
toujours 7 | 6 ®meat dd nédgligee leur dyeamique transpoier et donc

ddacc®l ®r er |l a rCesdleutsiiompldd i matdi be. est r

algorithme doéint®grati on dhKuttatcgppbée ddrésaugire n a |
des syst me séreatiél&etakébiiqoen. di f f

Ce m®moire sbdbattagque ®gal ement ) un cas pa
régime permanent. Ce calcul peut étre réalisé par des algorithmes performants ne
recherchant que | es val é&dlss équaisns difiégrentietlds.] e s d
Ces algorithmes sont cependant peu fiables puisque toute solution mathématique est jugée

valide, peu importe |l a r®alit® physique. L a



sous forme de bornes aux valeurs que u v e n t prendre | es variabl
algébriques implicites sont construites automatiquement sur ces bornes pour forcer la

convergence dans | 6intervalle voul u.



Abstract

Mathematical models used to simulate the behavwbuvastewater tréeent plants are a
powerful tool to design a newlant or to predict the behaviour of an existing plant.
However, these models do not provide any information without an appropuaterical

solver. Literature provides extensive libraries adfjorithms able to solve models with
precision.The problem is that computation times are still restraining the use of models.
Two approaches allow to reduce computation times, the use of more powerful computers or

the development ahore efficientsoftware and solvers.

The main objective of this thesis is to propose a third option, the automatic simplification
of a model based on the analysis of its eigenvalues. The Jacobian, a local approximation of
the model, is used as the basis of the eigenvalue analysis. A hgmudtiod is then used

to maintain the link between the eigenvalues and the state variables from a Jacobian
simplified to its main diagonal to the eigenvalues of the full JacoBiace the eigenvalues

are a valid approximation of the dynamic of the stateables of a maal, it is possible to

sort thestate variables according to their associated eigenvatats. variableshat can be

stated fasticcording to the scale of time of interest #ren considered as beingstéady

state allthe time, allowing to neglect transient effects and to fasten the model resolution.
The proposedsimplification isdone inside a Diagonal Implicit Rundfaitta solver, which

is able to manage differentialgebraic equations.

This thesis a&o works on a specific case of dab analysis the steadystate solution.
Powerfulsolvers existhat are looking for state variablalues that nullify the differential
equationsUnfortunately, these solverannot be considera@liable since any solution is
considered valid, bypassinghysial reaity. The solution proposedto improve the
reliability of these solvers consists of injecting knowledggardingboundaries to the state
variables(e.g. concentrations cannot be negativé¢w implicit algebraic equations are
then automaticé} built with these boundaries to force convergence of the soltbicn

value within the acceptable range
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1 Introduction

Les mod | es mat h®mati ques pour pr ®di r e | €
bi ol ogi gue doée auxplusues plesgépahduy. Siedesmoaeles sthredards
comme les suites de modéles de boues activées (Activated Sludge Models) ASM (ASM1,
ASM2, ASM2d, ASM3, etc]Henze et al. 200@u de digesteurs anaérobiques (Anaerobic
Digester Model) ADM (Batstone et al. 2002%ont bien compris par les experts en
moddisation, leur solution reste un processus numeérique requérant des ressources

informatiques importantes.

Léun des objets mat h®mati ques |l es pl us ut
simulation num®rique reste | d Jaca@ierdst uaen . Te
matrice des d®riv®es partielles des foncti

pratique, cette matrice se veut une approximation du modeéle autours du point ou elle est
calculée. Puisque la manipulation du modele completteginiquement fastidieuse,

| 6anal yse de son approxi mati on peut four
Lé6information doéint®r°t dans | e cadre de ce¢
dynami ques des variabl es réén®tdans la lit@mature.e an

Cependant, elle est habituellement réservée a une analyse a priori du modele ou encore

r®ser v®ee ° des cas particuliers. Aucune m@
consultée.
Cette étude utilise donc comme pointtcen a | | 6®t ude du Jacobi en.

dernier seront analysées dans le but de séparer les équations différentielles originales en
deux sections distinctes en fonction de leurs dynamiques propres, soit les variables rapides
(associées aux vales propres élevées) responsables des longs temps de calculs et les
variables lentes (associées aux valeurs propres lentes). Une telle séparation permettra, au
niveau de | 0int®grateur, de r®soudre diff
rapidesr esponsables de |l a raideur du mod | e, S
tandis que les variables lentes seront résolues de maniére classigiguread résume les

liens entre les différents éléments de la recherche.
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prédateurs ou encore le schéma habituelgqyelet déphasé entre les populations de proies

et de pr®dateurs. De pl us, toujours selon |
de ses parameétres initiaux, la durée du cycle pouvait varier du simple aulQiEpkun

monde idéal, la solutone devr ait ®vi dement pas d®pendr ¢
modéle et des parametres utilisés.

Un tel comportement illustre la nécessité de bien choisir un algorithme et de bien le régler.
Pour | e programmeur qui d ® voee Iplospnppertant éstade g o r i t
sdbassurer de fournir suffisamment doinfor ma
°tre modi fi ®s . (Séppelt & Richtert200mbnireRbien que lespaametres

par d®f aut ne seront pas suffisant pour u

documentation claire et abondante.

De plus, (Cameron et Gani 1988gt (Claeys 2008b)rappellent que les utilisateurs

doal godot him@®@gr ati on ne doivent pas °tre des
lancer des simulations dynamiques. Les parameétres modifiables des intégrateurs devraient
donc étre gardéa leur plus simple expression ou une aide compléte sur les différents

paramé r es de | 6i nt ®gr at eu(Cladys2008b)°t re of ferte

1.2 Régime permanent

Le régime permanent est un cas particulier dgimé dynamique ou les entrées sont
constantes et 0% |l es variables do®t at ne
Léavantage du r ®gi me permanent vient du ten
une solution comparativement aux solutions ermiégdynamique. Malheureusement, en
pratique, i exi ste peu dobéalgorithmes per me
sure pour | es mod | es typiqguement utilis®s
En effet, la taille des modéles couplédaacomplexité et a la nelnéarité de ceuxi

génere souvent des réponses multiphess correctes du point de vue mathématidoiet

seulement quelques unes possedent un sens physigtte. profusion potentielle de

réponse est en partie causée pariletfa que | es contraintes sur |
appliguées lors de la recherche de la solutiob.e x e mpl e | e plus fr ®que
des concentrations n®gatives (ce qui ne sig



Lousage | e pdluusr goumeanper manent déun mod | e
di mensi onnement déune future station do®pu

configuration de base de | a station jusquoé"-

Cependant, détminer le régime permanent efficacement est également nécessaire dans
plusieurs protocoles pour garantir une reproductibilité des résultats obtenus en régime
transitoire. Ainsi(Copp 2002) dansle modéle BSM (pour Benchmark Simulation Model)
exige que |l es valeurs initiales des wvariabl
lorsque les entrées sont constantén autre cas important dans lequel le régime permanent
intervient est dans des modeles mathématiques possédant des équations variant a des
vitesses tres différentes. De tels modeles sont dit raidesiffi x en anglais)Puisque la

vitesse de résolion de la grande majorité des intégrateurs (algorithmes capable de
résoudre une simulation en régime dynamique) dépend de la raideur du modéle, une
techniqgue de r®duction de mod | eStatoonmrmee | 6 A
(Hesstvedt et al. 1978yette section sera abordée en détails plus loin dans le texte) propose

de décomposer ce modéele en trois sections.
Ces sections contiendront traditionnellement les équations

- Rapides, qui seront considérées ocoen att ei gnant l eur val e
rapidement. Elles seront résolues par un algorithme de régime permanent.
- Dont | 6effet transitoire est requi s. EI I

- Variant lentement Elles seront considérées comoommstantes.

Cbest pourquoi des techniques fiables et st
r ®gi me per manent . Par mi |l es pistes 7 suivre
des connaissances externes au modeéle pour favoriser sagesoeevers les solutions

acceptables.

1.3 Besoins de simplifier les modeéles

Léaugmentation de | a puissance des ordinat e
étre mise en doute. Parallélement, les modeles numériques se sont complexifiés dans le but

de pofiter pleinement des possibilités des ordinate{@sjer 2006) Les simulations



numériques peuvent présentement se classer en deux grandes catégories, les lepides et

longues.

Celles pouvant étre réalisées en moins de deux minutes appartiennent a la premiere
cat ®gori e. Leur avantage vient du fait quode
réel (Alex 2008) Dans ce cas, des calibrations saaimes de modéle peuvent étre réalisées
sans | 6aide dbéalgorithmes complexes puisqu

visible.

Les simulations (ou toute expérimentation virtuelle) longues sont généralement planifiées a
| 6avance et pempsnadétreocaltuléep (de plusielies dizaines de minutes a

guelques jours).

Dans tous les cas, les modélisateurs ont généralement un horizon de temps de calcul jugé
normal et construisent leurs modéles en conséquence. Ainsi, une personne souhaitant
travailer en temps réel prendra le modeéle le plus complexe que son ordinateur est capable
de résoudre en moins de deux minutes. Dans ces conditions, la simplification de modéle

restera toujours une avVv e ncompleken sinplifié gosrant e p

donner plus doéinformation qubéun mod | e ini
confirmer certains r®sultats ~ | 6aide de si
Loune des simplifications | es q{sthtonpae®@t udi ®e
sbagit simplement de consi d®rer | es variabl

permanent. Dans ces conditions, un temps de calcul considérable peut étre épargné.
Cependant(Farrow et Edelson 1974)ettent en garde contre une utilisation systématique

de cette analyse. lls ont observé des divergendes knsolution témoin et une solution

générée grace a cette analyse qui sont inacceptables. NéanfHesstyedt et al. 1978)
estmatqudéun contr!l e serr ® -stationnaii perraet pugoar en r
doobtenir dbébexcellentes performances tant e
Dans | 6espoir doacc®l ®rer | es temps de calc
explorée pour refléter les problématiques particuliéres des mattetesitement biologique

des eaux.



1.4 Obijectifs

Ce mémoire étudierde nombreux aspects des méthodes numériques en simulation. Tout
déabor d, l e cal cul déoune simulation dynami (
des principales difficultés en simulatio ®t a n't |l a gestion de | a r
technique de simplification automatique sera développée. Cette simplification repose sur le
concept do®chelle de temps doéint®r°t du mod
jours dou®peursataitononnédad pas besoin doé°tre pr-
°tre possible de consi d®rer ° l 6®quilibre
rapides pour ne se concentrer que sure | es v
de | 6®chel |l e ld&eo uteimMpsde b ange®rdta .| 6®val uati o

| 6anal yse des valeurs propres du Jacobien d

La simplification automatique du modele méne a un changement fondamental dans les

caractéristiques du model(voir section2.1.1.9 . Le mod | e passe eff
syst me dé®quations di ff®rentielles ordin
di ff® rentielles et al g®briques (E£DA) . Pui s
EDA nbdbest disponible sur | a plateforme Tor
partir de |l a |litt®rature. Pour ses propri ®t

RungeKutta (DIRK) a été chois{Cameron 1983)De plus, cet algorithme nécessite la
solution do®qu alindaices. $e Jacoljeh est donceamesent aans son
implément ati on puisquodi l est "’ |l a base de nor

implicites nonlinéaires.

Un cas patrticulier de la simulation dynamique sera ensuite étudié, soit le régime permanent.
Le régime permanent est atteint lorsque toutes les &b | es d O ®t at sont
Compte tenu de son importance dans plusieurs situations, des algorithmes spécifiques ont
été développés pour le calculer efficacement. Malheureusement, dans le cadre des modéles
de station do®pur at iemt ndes persnances! géoéralememtme s
inacceptables. Des solutions seront proposées pour améliorer leur performance. Il est a

noter quobébune fois encore, |l e Jacobien est



bonne compr ®hensi on nelorerdes perfoomancesldes @lgorithmes t r a

en question.

Finalement, comptt enu de | 6i mportance du Jacobien
tentative est faite de calculer ce dernier symboliguement. Sachant que le Jacobien utilisé
dans les algorithmes estrgalement une approximation numérique, le fait de connaitre

celuici exactement devrait permettre des gains en précision dans le reste des calculs.



2 Revuede littérature

2.1 Régime dynamique

21.1Al gori thmes doéint®gration

Les modéles mathématiques de traitemeotobique des eaux usées se représentent
g®n®r al ement sous |l a forme doé®quations dif

Ordinary Differential Equations en anglais), soit sous la farme

&= D@0 1)
Cependant certains mod | es of frent doautres f

différentielles algébriques (EDA, ou DAE pour Differentfdbebraic Equations en

anglais) sous la forme

&= Ra @0 )
0="Ra@o
Ainsi, u mod | e sous forme dOE£DA contient

n
section d

6®quations al g®brique qui n®cessi
dOEDO et dOE£EDA n®cessitent des conditions i

2.1.1.1 Intégration Numérique

La premi re technigue num®riqgue de r®sol uti

du nom du mathématicien Suisse Leonhard Euler (17@B8). Elle part de la définition

doune ®quati:on diff®rentielle

Qi ®O0+30 ®O

—= i = B¢ 3

@ AT 30 %9 )
Si la |Iimite est rel agsRleune®=qgdéumémeabadouni
de temps’Q= 30, il est possible de faire avancer la solutib= @, + Q" | 6ai de d

| 6®quation suivante



@ =é+ R 20 @
Il est ainsi possible de calculer une succession de valedrsmteeOgger €t Ocpc -

Léal goriemmet @ld Equ e p (4Restdenplu®simple. ICép@&dantasi 1€ o n
pas de temp¥lest trop grand, la solution diverge et ne permet plus de représenter la
solution exacte de | 6®quat i onatiqud defbhsempamnt i el
étudier un modele, tant au niveau de sa stabilité que de la difficulté potentielle a le résoudre
est le Jacobien. Une étude approfondie de ce Jacobien est donc essentielle pour étudier un

modéle particulier.

2.1.1.2 Etude duJacobien

Le Jacokn doéun mod | dessd®rliav@®east rpareti el | es d

rapport aux :variables do®tat

a2 g 28,
1§23 R )

u= 11 € E e 1l (5)
190 iy U

Si le modele est linéaire, le Jacobien est constant dans le temps et représente exactement le

modéle. Puisque les modélee d st at i ons d 6 -@ngairesaptarinature, Is o nt

I

Jacobien devient une approxi mateagodnAind,u mod

| 6®gquUEgewtn °tre approxi m® emauteropsopp adru | pdoRi gnuta td
(7)

@@= Va0 (6)
aer V@0 "Vayoo+ Vpp,? ® @ )
Puisque les modelesdé& i v an't l es stations do&li@gaies, at i on

cette approximation est valide pafitrés proche dedoet pour un temps proche dgdurant
la simulation. Néanmoing Jacobien permet de décrire le comportement du madéer

du point considére.
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Outre |l a lin®arisation du mod | e, | 6i nf orn
Jacobien demeure ses valeurs propres. Ces ¢
la stabilité du modéle ainsi que sur les constatites t e mps de s (Sweffensar i ab |
et al. 1997)

Les travaux dgSteffens et al. 1997nont r en't en effet quoi l est
val eur propre “ une variable do®tat. Ce f ai

autour dewy, mais il est également découplé puisque le Jacobien devient

- 0 0
O 0 E 0 (8)
0O 0 _;
Bi en s %r , S i calculer | e mod |l e -~ | 6ai de du

si ce dernier est réduit a une matrice diagonale, il est possible de douter de la précision du

nouveaumod | e ai nsi construit. Cependant, un

r®sol u anal ytiquement . En effet, c8aque fon
&= VOO V@G + _(@ @) 9)

Cette ®quation peut °tre simplifi®e dans |

éliminant les constantes. Cette simplification se justifie simplement par le fait que le
mod | e r®sultant n ecompatememt duamodele ®riginal paa B les e r

r®soudr e. Ai9msut étre simpli®ép une tdernene foi§ a
= _o (10
Ou encore, a
y® _0=0 (11
L 6 ® q uld est tressimple et sa solution exacte est connue depuis longtemps
w= 6'Q° (12)

La valeur propre associ ®e ° une variable d

| 6®vol uti on 7 court terme du mod | e. Ainsi ,
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|l a variable doé®tat est i nst mdntdansletemps.Uneque s
val eur propre n®gative, ) | 6oppos®, est sy
tendra vers z®ro (ou toute autCettcacalyseest ant e

treés bien synthétisée p@@teffens et al. 1998t représentée a Rgure2.

' \I\N\ llx/

Re()) e
Unstable
response
Oscillato A

Figure2: R®ponse tranabtei dé®déaunenyvi(iguectiréeadea de s
(Steffens et al. 199Y)

Si une valeur propre complexe est trouvée, le court développement mathématique qui suit

montre que la partie imaginaire¢ r esponsabl e de | daispect osc
G= 5O Y- +@a _ 0 (13
w= 6Q-ogFa o (14)
Connaissant | d4f ormul e dO6Eul er (
" = cosd + '@ sin 6 (15)

Il est possible de réécriré3) une derniere fois

w= 0Q%-°z cos™@ _0 + @sin@ _0 (16)
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Ainsi, m° me en ne consi d®r ant gue | a parti

apparait des que la valeur propre posséde une partie imaginaire

Une derniere information peut étre tirée de la valeur propre, soit une approximation de la

constantede emps de | a variable. La constante de
comme ®t ant l e temps n®cessaire pour guou
maxi male. Cette val eurl2eenmeét@#dt er mi n®e par |
1
t= = (17
Autrement dit, une valeur propre n®gative

temps tr s courte, dolnevaeu propre posiliver@ulie quareé t r
a elle en une dynamiquesint ab | e . L6®gquation do®t at r ®s ul
constante de temps.

2113 St abilit® des algorithmes doéint®gration
La stabilit® dédun algorithme doéint®gration
exacte et a contrdler la propagation deelr r eur sur | a sol uti or
habituell ement ®valu®e sur | e mod | e simpl e
linéaire(18).

= _0 (18)

Le développement mathématique permettant de borner le pas de temps maximal est bien
décrit par(Hangos et Cameron 2001) Ai n s i l a m®t hode dOoEuUl er
relation(19) est vraie.

2< Q<0 (29

En pratique,_ est égal a la plus grande valeur propre négative du Jacobien du modele.
Ainsi, l a m®t hode dOEuUl er serait contraint

valeurs propres sont trés grandes.
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Les algorithmes de Rungéutta implicites(abordés plus en détails plus bas dans le texte)

sont capables dobéoatt ) estpossibleune stabilit® tel

<" Q<0 (20)
Ainsi, peu importe la longeur du pas de temps utilisé, la solution du modéle sera stable.

Cependant , S i |l e pas est pris trop grand,
satisfaisant(20) est habituellement dit Atable ou Lstable. La différaece est expliquée

dans(Bui 1979)comme suit

Une méthode Astable verra le rapport entre deux itérations successives tendré gets

pas de temps tend vers | o6infini
1o 15Q0 M 1)
@

Autrement dit, la solution oscillera entre deux valeurs sans converger, mais sans diverger

nonplus.

Une méthode istable, quant a elle, verra le rapport entre deux itérations successives tendre

verk s z®r o si |l e pas de temps tend vers | 6inf

\

100 siQO b 22
Q

Les propri ®t e®stddblee sm®thode sLd®sirabl es pu
néoscill era pas en eusegent une tele métHode eq difficile aMa | h
construire. Dans la littérature, les méthodest@bles sont de loin les plus courantes et trés

peu doéi mpl ®mentations sont pr-stghless ®es pour d

1 exXxi ste ®gal edmstabitité, thadsdeurtusagesest gehéaatemantsmarginal
ou utilisé pour décrire une méthode préciddéangos et Cameron 200&n documente

guelgues unes.
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2114 Al gori thmes doint ®gration explicites

Un al gorithme doéoi nt ®gr at irithrme q@ xegt Icapabletde r e p
déterminer directement la solution @e, ; . Cobest | e cas de | 6al gorii
| 6 ® 4 &ependamt, le premier algorithme vraiment efficace pour résoudre des

EDO fut proposé par MMRunge et Kutta en 1901. La méthode, qui porte leur nom,
consid re une somme pond®r ®e des pent@s des
et ,,. Bien que «RungeKutta» réfere généralement a un ensemble de méthodes
numériques, par abus de langage, la méthode de Ruigefait référence dal méthode

RK4 suivante

1 . - o
Q+1:<’n‘2+62"§22 Q+2Q+2Q+@ (23

ou :

Q=" Q) )

Q=@ +50Q4 +50

~ 1.4 @9

Q= @+ 5@ +50

Q="Rg+@Wa+0
Cet algorithme encore r®gul i r e meanditequet i | i s

| 6erreur real i s®e "Q. chhaguesch®massuddaéddue ps
développés(comme la méthode de Caklarp (Press et al. 1994) mais la grande

popul arit® de | a m®t hode dbéordre 4 en fait
(Press et al. 1994)

Une analyse de la stabilité de la méthode RK4 montre que sa stabilité est Iégerement
sup®rieure 7 | 6al go 5% dohnmles bdriek suf lepas detempsen r e |

fonction du modele.

3 Q 0 (25)
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Ainsi, mémes i | 6 al gor i-Kuttarest tred perfoRnant gue un grand nombre de
problemes, certains modéles sont pratiquement incalculables a cause de temps de calculs

prohibitifs dus au manque de stabilid | 6 al gor i t hme.

Ces modeles sont dit Raides (owtiéfs » en anglais) et nécessitent des pas de temps
beaucoup trop courts sur un algorithme comme RKA4.

2.1.1.5 Algorithmes capable de résoudre des modeles raides

Il existe plusieurs définitions de la raideur. Cagent, la plus courante est basée sur le
rapport de la plus grande valeur propre du Jacobien divisé par la plug@atiteron et
Gani 1988)

Yo = =2 (26)
e
Un rapport ®l ev® signifie gue certaines

comparativement aux plus lentes. Les modéles biologiques entrent généralement dans la
catégorie des opueles raides, spécialement lorsque des réactions chimiques comme le
calcul du pH sont décrites par des équations différentielles dans le méme modeéle que des
réactions biologiques comme la croissance de la biomasse qui peuvent prendre des jours a

se stabiker (Rosen et al. 2005)I faut donc exécuter la simulation sur un temps trés long
pour observer | es effets de tout esunlress var |

court pas de temps pour rester stable.

Les algorithmes capables de résoudre efficacement les systéemes raides sont nombreux et

font appel “ des techniques tr s diff®rente
m®t hode =~ pastadrewletiepadl,.eser €€o6eal cul @G,& ;)] 6ai de
@ ,, etc.L6i nformati oresdesutpds sPaes P®ur construi
sup®rieur © 1 et donc de r ®dhodes &pad ndultiples e ur ¢
l es plus connues s o4Bashfdrie sAdaamdMaulbon et tehfonreudes d 6 Ad a

de différentiation arriere (Backward Differentiation Formulas ou BDF en anglais).

Une seconde méthode utilisée fréquemment pour résoudre lesnaystaides est la
m®t hode doéextrapol at i on (Pdess et IOWMpansdce aasl, b i en



16

un pas de temps fix@© est utilisé pour calculesy , ;. Léberreur est esti m®
méme pas de temps avec deux pas intermédiaires deux fois plus €»art&X2). Si le

calcul est recommencé avec trois pas de temps, puis quatre, il est possible de vaeconver

| 6erreur vers z®ro. La m®t hode doextrapol at
valeurde@d,;en extrapol ant |l e point oY% | 6erreur

de pas inter m®di ai res gui t ems destiméesren | 0
Qo, OQ:;OQ%; etc. La méthode de BurliseBtoer utilise cet algorithme.

Mal heur eusement , S i |l es m®t hodes ~ pas mu
efficacement des syst mes seddégtafedt trésaapidement | e u

si les équations différentielles présentent des discontinuités (interrupteurs, contrdleurs, bruit
dans les entrées, etmu des singularité§Press et al. 1994)En effet, ces méthode
construisent un polyn®me sur pl usieurs poi
suffisamment | i sse, un polyn®tme doéordre ®I €

utilisé pour extrapoler le point suivant.

2.1.1.6 Méthode de RungeKutta implicite

Les méthodes de Runggutta implicites permettent de contourrles inconvénients des
méthodes présentéesdassup ui squdel l es ndutilisent pas d
utilisent une somme pondérée pour calculer le prochain pas, évitant les rdgresits
aux polynt!mes doéordre ®I ev®s. Final ement , |
stabilit® num®rique “ | a majorit® des syst

Léune des m®tkutadmplite bepluRpopulgires est la méthode Diagonale
Implicite de RungeKutta (DIRK). Elle se définit par la matri¢27) :

@ la;

c | & E

® 1o, B a (27)
Q E Q@

ou les coefficientsigsont identiques et sont dgsés par la lettre. Les coefficients de
(27) sont ensuite insérés dans les équat{asy (29) et (30) :



Ces

RungeKutt a.

deux
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@.=@+Q  aRE g o (29)
a1l
01
@ @ +'Q pRa Qg+ Ra el o (29)
@1
Qo= &+ @R (30)
®quations repr ®sentent Il a for me

Pui sque

d

| 6al gor i t hmenetsapqueth®@b i ni t

Léun

des

ensembles de paramétres se retrouvent dans la littérat .

pl us

(Cameron 1983)Par contre(Bui 1979)offre un autre ensemble de parameétres alors que

(Alexander 2003yassenble les équations permettant de construire de nouveaux jeux de

parametres.

Léavant age

construire

des

m®t hodes

p a r(@amerdnr1683)viemt rde faopsssilsilité mea r

quatre

d Gggetcgoneme duit © 4

w

Q|

@6y T (32
Q Q

Q

W

7 o‘kl r 33

Dy @ (33
Q Q Q

@

I

Q| W1 G (34)
Wy W Gyy |
2 9 9 0

u

en



Les parametres proposés sont affichéSaleaul :
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Tableaul : Param tres de | 6al(Ganerontld8me
i 0.435866521508 | Q 1.158945191501
&Y -0.403494298165| ' -0.158945191501
0 -0.381596758045 | 'Q 0.661090792671
0% 0.945730236526 | Q 0.131307259462
o 0.401916934763 | Q 0.207601947867
G2 -0.110263523009
[ -0.163386454770 | "Q 0.238148535874

Q 0.190784762258
» 1.0 "Q 0.155701460900
Q 0.415365240968
&) [
G 0.032372223343
& 1.0
Q) 0.564133478492

Fi nal e me n t(29 doit @@ gesotué imgicitement puisque le tempg;se retrouve

des deux

clt®s de

| 6®quation,

dool

un

le cas des méthodes explicites. Une méthode itérative, habituellement la enéthod

NewtonRaphson, est donc nécessaire pour calculer la soluti(8bde

Q1

0= @grt® +Q OpR& a7+ R 44 o

&1

(39

Autrement dit, si quatre étages sont nécessaires pour obtenir une solution respectant les

t ol ®r ances,

NewtontRaphson.

quatre

ensembl

es

de

solutions

Il existe des méthodes de Rurigetta implicites dohdes éléments situés dans la matrice

supérieure sont nenulles. La famille de méthodéa plus connue est celle de Lobatto. Les

m®t hodes

compl tement

i 2P par.ci t es

Qo ®+Q OpRa Qg

&1

rempl acent

(36)

t emps

4
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Ainsi, chaque fois quéQest supérieur &Q les variablesd - doivent étre calculées
implicitement.
2117 Sol uti on doéun mod ntiedes et adlg@loriquast i ons di ff ®r

Léal gor it hme DCam&ond988ppssesieRuneg paopriété supplémentaires,
soit |l a possibilit® de r ®s o uéduatongl8)(2Betst me

(30) sont réécrites comme suit

Q.= @+Q RO 0@ 4a o (37)
Q1
Q1
@ @ +'Q pRa B oo+ 'RVa @ edo (39
@1
Qo= @+ &R (39
Les variablesbr e pr ®s ent ent |l es variables al g®brigq
implicitement.
0="qaad (40)
Dansé cadre de | 0algorithme DIRK, ces ®quat.i

intermédiaire(38) dans le cadre de la solution implicite des équations différentetllese
fois que le pas complet est calculgette dernieretape ne solutionne que les équations

algébriques en gardant constantes les variables différentielles.

0="0W+1,%+1,Q+1) (41

G®n ®r al e me n(4l)e sltd &qgoul auttiioonnn ®e r api dement pui
étre calculé sur la base des étapes intermédiaires. Quelques ®ér@ian 5) sont

généralement suffisantes pour calculer la solution.

Il est a noter quéCameron 1983voqueun |j eu de param tre de |
différent de celui présenté alableaul qui permettraitd 6 ® v i t er ddéavoir

| 6 ®q Y4)t Malbhaureusement, cesirametres ne sont pas fournis dangublication.
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2118 R®duction déun mod | e dynamique

2.1.1.8.1 Modele quasstationnaire

La r®duction débun mod | e dynamiqgue dO6£DO
Algébriques) en deux ou trois sections est une procédure cowanggnie chimique

(Cameron 2008)Dés 1978(Hesstvedt et al. 1978xpportetque | a r ®ducti on d
raide en deux ensembles dé®quations est co

capables de résoudre efficacemeas dnodeles raides apparaissent a la méme époque.

Mal gr® | 6am®lioration significative des ten
(Hesstvedt et al. 1978apportat que les temps de calculs sont toujourdtp | ong et g
r®duction du mod | e per met d o asm@@datioatafossr dave
gue des simulations r®alis®es ° | 6ai de du

comparer les résultats obtenus par les modéles réduits.

(Hesstvedt et al. 1978)ommertleurt ec hni que de r®duction de n
du Modéle Quasbtationnaire (QuashteadyState Approximation en anglais). Dalesir

article de 1978, 4 utilisent un modéle de @lution atmosphérique et se basesur les

constantes de temps de dissociation des constituants pour les classer dans les équations
rapides ou moyennessliitilisent également un pas de temps fixe durant sa simulation de

30 secondes. Dans ces conditionse réaction est considérée rapide si sa constante de
temps est 10 fois inférieure au pas de temps. Une réaction est considérée lente si sa

constante de temps est 100 fois supérieure au pas de:temps

’ 3 o —
- 2o ©T<qg
— "Dy — 30
o- 20 =9ae © 5 < < 10060 (42)

Ve O 10030< T

Ai nsi, | 0ens éndt torsidééda® gginaetpermanent a tous les pas de temps,
| 6 ens@esbiésmlu par la méthode deadGe et | "8 eest soesidéré comme
variant tr s peu et est r®solu par | 6al gori

est r®sol ue par | 6al gorit hme qui sembl e |
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O®quati on n Otmues puipqaesles constantes ale tenips peuvent varier en

fonction des autres variables do®tat. Ai ns
ralentir au point gue | 6®quation soit r ®s
| 6al gor i t hme ndneetviceyérsaeParmieas mpmablémes de la technique

propos ®e, il faut noter | dacc s aux ®quat.
utilisé pour simuler le modéle doit posséder une structure lui donnant accés a ces constantes
de t empissatldwmt idoéun simul ateur voyant | e
n®cessiterait donc doéi mportantes modificat

quastistationnaire.

2.1.1.8.2 Perturbation Singuliere

La technique de la perturbation singuliere est une autreitpeh utilisée pour réduire la
complexit® ddédun mod | e mat h®mati que. Bi en
pour un modele quasit at i onnaire (un ensemble dé®quat.i
sousgr oupes do®quat i oun®rmalisme amathérmatique pernattant iné f r e

étude du modeéle avant sa résolution.

La technique, décrite pafDochain et Vanrolleghem 20Qlyevient a multiplier une

équation différentielle par un parametre ayant une tres faible valeur. Ainsi, la forme

originale de | 6®¢gati on est pr®sent ®e en (
— = 43
B - W16,8,0 (43)
La perturbation singuli re est r®alis®e par
d‘a-o_zda-dz'éib (44)
Ce qui trans#3)acomeeslitdo ®quation (
— ﬂ: "g_z da-(;{iéib !@18 !‘0) (45)
(90]
Lorsque | a valeur du par anmdbtdevient ane Bquaticd ui t e

algébrique implicite
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0="Quw,80 (46)

La perturbation singuli re sb6applique ~ deu
a résoudre de facon implicite varie tres lentement. Le parameteprésente alors la

cinétique de la variadb. Il est donc acceptable de poser sa cinétique a zéro pour réduire le

nombre doé®quations diff®rentielles " r®soud
— Qe O (47)
Dans | e deuxi me <cas, l es di f@tRrgeuwndase sd dvaarrd r:

grandeurs tres différents. Il est possible, apres quelgues manipulations algébriques, de

définir le parametre-comme suit

1
Q oo

La technique montrée pébochain et Vanrolleghem 200he permet pas de détecter les

0 (48)

variables do®t at "’ r®soudr e i mpidentdfiées @ ment .
priori. Par contre, la gestion des variables a extraire est simplifi€ée puisque les équations
modifiées peuvent étre traitées algébriguement pour réduire la complexité globale du
modele. Par exemple, les équations implicites peuvent dansnsects étre exprimées

sous une forme explicite.

21.183Concept doHomotopi e

Si les valeurs propres du Jacobien permettent de déterminer les constantes de temps des

variables doéo®t at en un point déop®r ati on,

valable decellec i sur une plage raisonnable doéutil]
variables doé®t at en fonction de | eur Ci n®t i
matrice sont cal cul ®e s, el |l es s olhdstdonet our n

i mpossi ble dbéassocier une val eu(steffensetplr e - |

1997)proposeatd 6ut i | i ser une tecehlen que dohomotopi e

Lohomotopie est une d®f ormati on c ¢Steffensnue en

et al. 1997)proposatd 6 ut i | i ser sont | e e hadriceode iménmes d u m



23

dimensions dont seuls les éléments de la diagonale sont identiques a la diagonale du

Jacobien, tous les autres éléments étant nuls.

Q= Ww (49
Wgy; 0 0
Q= 0 E O (50)
0 0 Uy
Les valeurs propres de la matrié®)(sont les €léments de la diagonale. Le lien entre les
di ff® r entes variables do®tat et | eur wvaleur
contributont ouj our s plus i mportante du J5dcobien t
O=izQ+ 1 i z'Q (51)
Le parametra e s t |l e param tre doHOmodépemigee.de b | vV al

diagonale) a un"@ est le Jacobien entier). Les valeurs propresQimnt calculées en
varianti plusounoi ns rapi dement pour permettre de

val eurs propres de | a matrice dbéhomotopie e

2.1.1.8.4 Analyse des valeurs propres

(Steffens et al. 1997proposet d 6ef f ect uer | 6anal yse des v
commencer a utiliser le modele. De plus, comme le Jacobien doéwéteéen un point

bien pr®ci s, |l es variables do®t ab®sa@ahnhawetld nilk
régime permanent propose en effet les meilleures valeurs par défaut ou évaluer le Jacobien
pour une procédure systéematig@ependant, en régime dynamique, un modéle peut étre en

per p®t uel d®s®quilibre, parqeee mpil muldamts |l ¢
ddune station dé®puration. Dans ces condi ti
®l oi gn®e de | a r®alit® a(teffens etmlt 199)éopope®r at i or
dé®valuer | e comportement du mod | e r®dui't
Cette technique permet de d®tecter | es vari
de facon inacceptable et dsslIreclasser dans la catégorie de variables a cinétique moyenne.

Bref, la technique proposée péBteffens et al. 1997¢st une meéthode numérique

d 6 ®v al u a tele qundoidétre réaliséle avant toute résolution du modele. Elle se base
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sur | 6®t ude des valeurs propres du Jacobi e
do®t at selon | eurs const an(42e Biendue plisieursp s , C
approxi mations soient n®cessaires (Jacobi e
régime permanent, linéarisation du modele, découplage du modele linéarisé et retrait des
constantes dans | a recher che unduyament, ilaé&d ut i o
démontré pa(Steffens et al. 1999ue les temps de calculs pouvaient étre réduits de moitié
sans induire doéer r e utrau rdodéle piliginad. Pusque ke ¥hodelea r r e
utilisé était un modéle ASM1 couplé a un décanteur secondaire divisé en 20 couches, la
complexité impliquée est trés représentative des modeéles plus complexes du domaine de la

modélisation du traitement des eauxassé

2.1.1.8.5 Etude alternative du Jacobien

(Okino et Mavrovouniotis 1999) pour leur part, étudient le Jacobien en posant
| 6appr oxi ma:it Pusque lssuinodaes tcimétiques de réactions chimiques

présentent génarl e me nt des matrices Jacobiennes t

approchent , |l eurs valeurs propres sont semt
est possible déobtenir un estim® de | a cint
cakc u | du Jacobien intervient dans plusieurs
approxi mation est jug®e valide sur des mod

démontrée dans le cadre de modéles biologiques ou encore de contrbleurs, qui sont
fréquents dans des modeles simulant des usines entidres. e s t donc diffici

| Gutilit® de ces r®sultats aux mod | es de s

2.2 Régime Permanent

1 existe plusieurs strat®gies pour | a rec
Les deux plus courantes sont sans doute | 6c¢€
constantes jusqud”® | 6®quilibre. Ainsi, l e r

Figure3. Apr s un ®taté6 tjramrsstoliaevadiecabli ¢ othd ®
variation. Cependant , cette vagadieahbhlpmur do ®t ¢

condition initialew-o = 1.
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/= ¢ 52

- @ (52)
Puisqueler@i me per manent se d®@®BI,hestpluciraémessantdear | ¢
rechercher la valeur d@p o u r | aquelbRe sk 6 @qud dtei.,onCdest | a

algorithmes de recherche du régimermanent.

(9]
—=0 (33
(0]
i _
_02 | | |
0 5 10 15 20
temps (jours)d
Figure3: Vari able do6é®tat atteignant |1 6®quilibre de

Le choi x doun abngdoer iltohinmef odr@paetnidom r echer ch®:
structuredu modele. Ce choix influencera la précision de cette solution ou encore la vitesse

de calcul de la solution. Ce dernier critere devient le facteur principal et le principal
probleme puisque chaque algorithme doit étre configuré selon des criteres gantlui

propre, ce qui demande une excellente connaissance des intégrateurs de la part de

| utili sateur .
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Les algorithmes calculant le régime permanent recherchent les valeurs que doivent avoir les
vari abl es do®t at pour g ue . Dams de fnombreuséso n s
Ssimulations, des variables dbéentr ®es sont 1
Bien entendu, pour que le calcul du régime permanent ait un sens, ces entrées doivent étre
constantes. Déun poi nt HOnees resoleent domd um ®ystamei q u e
do®quat i on=). Kknalemerd, compte ténu de la définition du régime permanent,

e

I temps nbdbest pas une variabl e. Lorsgue n®

o= Do =0 = 0 (54)

221Ut il i sation de |l a simulation dynam

Dans plusieurs cas, la méthode la plus simple pour calculer le régime permanent consiste a
lancer une simulation dynamique avec @e$rées constantes sur une période de temps
suffisamment | ongue pour que |l es variabl es
technique &est d 6 a i (Coppe2002)si aucencalyoritmaendd ®égime a r

Permanent efficace nbéest disponi bl e.

Il sbéagit bien s3%r de | a m®t hode | a plus <co
certains ailngto®girtantmeosn dséoi ent tr s perf or ma

solution assez rapidement. ! sbagit souver
tous | es algorithmes doéint®gration peuvent
algorithmei mpl i ci te (ce qui per met l utilisatio
tol ®r ances fai bl es per met | 6atteinte du r

raisonnablegAlex 2008) La tolérance faible aura habituellement pour effet de readre |

r®ponse transitoire i mpr®cise, ce qui néest

2.2.2 Réduction du modele en Régime Permanent

Dans plusieurs cas, les modeles a résoudre sont tres complexes. Cette complexité se définit
soit par une tres forte ndméarités oi t par un nombre tr s i mpor

simultanément.
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Si la nonlinéarité est un probléme abordé et habituellement bien géré par la technique de la
zone de confiance frustregion», voir la méthode Hybride de la bibliotheque MINPACK
crdessous) , |l e nombre dé®quations ° r®soudr
Dans | e domaine des mod |l es de station doé®;g
«Benchmark Simulation Model (BSM1)(Copp 2002k ont i ent 145 variahb
simple calcul du Jacobien implique donc de déterminer la valeur de 21025 dérivées
partielles. Puisque des mod es pl us r®al i stes dobéusines pe
vari ables do®t at, |l e cal cul du Jacobien et
important (le modeéele VLWWTP, ou Wery Large Wastewater Treatment Plant
développé paClaeys 2008agn contient 579 et le modéle IUWS, ountegrated Urban
Wastewater System en contient, pour sa part, 166&laeys 20083) Ainsi, la
d®composition LU doune matrice Jacobienne

02+§63opérations,soitpm de 40 millions dbéop®rations.

Dans ces conditions, il est évident que des recherches ont été faites dans le but de diminuer

la taille des modéles a résoudre. AiriKiakizaki et Sugawara 1986t proposé de réduire
lenonbre de variables do®t at sur |l a base de
| 6anal yse du Jacobien colonne par col onne &€

suit:

iy
IQQ_l’l
, I'Q‘@I’l (55)
Wizeen = 17,
I}}f‘l_l’l
|&@l’l
Wxy U
Lorsqgue tous |l es ® ®ments dbébune colonne sort
variable do®tat rempansalb o) eecktmie puisguBlani v ®e s

solution des autres variables do®tat ne d®p

Un t el syst me est -&tirfeai quobsiulr de®tiestmeé n@] u:
dédonnus. Dans ces conditions, l e r®gi me pi
exi ster. Soi | exi ste, i sera calcul ® ° p a
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dans | 6®quation suivant e nedonne qua des déRivésa n t q

partielles nulles

W= A0, 63,0,8) (56)

L6O®tude a ®t ® r ®ali s®e dans | e domaine des
affirment qudune @i ati e®tdestesar bl ent dd
ayant une influence n®gligeabl e sur l eur s

donc varier, mais la convergence est observée plus fréquemment sur les problemes réduits.

2.2.3 Algorithmes de résolutian de systéme no#inéaire

Le r®gi me permanent doun mod | e est calcul@

de ce modele a zéro

8l g

= "o =0 (57)

Ainsi , au r ®gi me per manenddansledempsast hudet lao n d e

valeurdewgest dite | a r@a.i ne de | 6®quation

Si, dans des cas simples, une solutioalytique peut étre trouvée, lorsq@m est noR

linéaire, il faut souvent recourir a une méthode numérique pour obtenir une approximation

de la racine d@® o .
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2.2.3.1 Méthodes en une dimension

2.2.3.1.1 Méthode de la Bissectrice

Plusieurs méthodes ont @éveloppées en une dimension (ou une variable). La plus simple

étant probablement la méthode de la Bissectrice

1. Trouver deux pointsyetuytels quewy x oy < 0, i.e.unevaleurdee st positi ve et
est négative.

2. CalculerQuy = le;wz

3. Sigxuw>0

Q= 0y
4. Sinon
W = 0}
5. Tant que
W Q> &
retourner eri
Ainsi, d s qubdune racine est encadr ®e, | 6a
raci ne. Bien quodil g gommmd wne fdnetion ratiansellepoa tah ol o

pr ® endue racine est en fait une asymptote,

plus robustes.
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2.2.3.1.2 Méthode de NewteRaphson

La méthode de la bissectrice est généralement plus académique que pratiqueqis prat
|l orsque | a racine doéune fonct i orRapbasertquir ec he

est la plus utilisée. Cette derniére utilise un point de dépata fonction évaluée en ce
point "Quy ainsi que la pente de la fonction en ce pgﬁf’— Loal gorit hme s

comme suit

1. Calculerwy, Quy et 'Q?I?

2. Tantquewg; o> CEQ
. . Quyg
“a1= %0 GG
o
L6éordre de convergenc®apgkesdom en®tt hdode deadr
correspond a la définitiofb8) :

Ay, WE ., - .

=2 ® d o 1 (58)

Ay A2
oukestlaki t ®r ati on de | 06algorithme et o% y* es
positive quelconque.
Bien s %r, | 6al-BaphsbmendesiNewas®nsans ri sque
unpointcalcule st nul | e, | 6al gorithme est incapabl

pour °tre effi wadoieétre dsulfisammentn®@eés denla tadina ket la

fonction doit étre suffisamment> bien conditionnée et ne pas présenter de comportement

pat hol ogi que. Bien que <ces cas soi ent d®c
numérique(Press et al. 1994)n couvre les grandes lignes. Pour une fonction sinusoidale,

par exempl e, si | 6esti m® initi akhmeefediuera uf f i s

le tracé de l&igure4.

Si | 6esti m® i1 nitial ndest pas dans | a zone

différent pourra étre observé, comme &ilgure5:
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Figure 4 : Convergence de la méthode NewtorRaphson a la racine la plus proch& une

fonction sinusoidale
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Figure5: Convergence de la méthode de NewRaphson aine
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T (seconde:

plus prochesur une fonction sinusoidale

racine qui n'est pas la
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2.2.3.2 Méthodes em-dimensions

2.2.3.2.1 Méthode deNewtorRaphson em-dimensions

Si les méthodes pour calculer les racines de fonctions a une variable sont simples et offrent

de trés hauts taux de succes, il en est tout autre pour leur généralisatidimemsions ou
¢variabl es. ! est, en effet, i mpossi bl e
discontinuité comme avec la méthode de la bissectrice. La méthode de NRaptwson

peut cependant étre généralisée&-di mensi ons. L 6pdus baotrdeviemt me d @

donc:
1. Calculeray, Ra& et ((d))
2. Tantquesy, ®#E> Ed

@01 = Go Oy 2 R

O% | 6Censdti cled i W& eshle Jacohienedlculé au poihtd 0 p ® @gasobitilao n

matrice des d®ri v®es partielles des fonctio
o2 g 2
Ig’:a. R Q{él’l
U:Ilé E él’l (59)
1292 - OO
1O ) QU
Comme dans |&mlgmoei dhmensi on, | est cautiad Une de |
bonne <connaissance de l a position approxi
significativement | es chances de sucna s. !
tout algorithme pour | 6aider ° converger ve
La méthode de NewteRaphson consiste donc ° l i n®ari s

initial. Le modele peut alors étre réécrit comme suit| 6 ai de doéun d®vel op)

de Taylor :

DO+ O = DH + 02 &+ 0 | & (60)
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En n®gligeant | es 0t &r,nhess possible de désomdresleusgs@meé e u r

déo®quati:on suivant

Do+ ® = Dd + V2] ® (61

Puisque la racine de ce modeéle simplifié est recherchée, le'Bane @ est posé a zéro.

1 ne reste donc Tpadée I|céa®qcuualteiron a correcti o

0="9® + 02 ® (62
qui devent:

T@= 0l29a (63)
Pui sque | e mod |l e original ndest g®N®r al e me
mettre | es wajgourieraymjoutast les dbr@ttiGnwsuccessives calculées

En pratique,des ressources importantes sont nécessaires pour inverser le Jacobien.
Cependant , i nbéest pas n®cessaire doéinver

résoudre une équation de la formeg6i@.

La méthode la pis utilisée est la décomposition LU qui permet de décomposer A en deux
matrices L (matrice diagonale inférieure, L poulower») et U (matrice diagonale
supérieure, U pour kpper»). En termes de ressources, il féu’iit3 opérations (addition,

soustraction, multiplication, division) pour factoriser une matrice(ét opérations

suppl ®mentaires pour r ®s oudr €63) lpaur us yo®lt me
de62+§63opératicms(Press etal. 1994) Ainsi, | a sadé(@)seran ~ |

donn®e pa(dl 6®quati on

1@=017Y1z® (64)

Pusque D et Y sont des matrices triangulaires, leur solutions successives sont calculées
directement sans (PreGsceeal 5994) er doéi nversi on.

Cette d®composition est enlaforme de(63sreleved@p an d u

| 6abus de | angage puisque presqgubdaucun al g
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(ce qui requiéra) ® opérations)a v a n t de r®soudre | e syst me
grande majorité se comtera de factoriser (ou décompos&rgous une forme plus facile a
r®@soudre comme | a d®composition LU. Cepend:
répétition avec de légéres modifications, une décomposition dite QR est généralement plus
avantageuseCette décomposition, plutét que de décompadsat une matrice triangulaire
inférieure et une matrice triangulaire supérieure, décompeseune matrice triangulaire
supérieure (R) et une matrice orthogonale (Q). Bien que la décomposition requiere environ

|l e doubl e doéop®r at ilpla foane deb sousdtesopermet eurt i o n
miseajour enO(N2)o p ®r at i -athisr, e cdemshombre dbéop®ratio
dont | 6ordre de grandeur est donn® par | e
décomposé peut donc étre mis a jouss trapidement sur la base du nouveau point

déop®ration sans avoir ~ | e recalculer en e

2.2.3.2.2 Méthode de Broyden

Bien que la méthode de Newt&aphson en NDimensions puisse étre appliquée sous la
forme présentée, le premier algoritheféicace de résolution de systeme Himgaire a été
développé pa(Broyden 1965) Il se base sur les méthodes de NewRaphson tout en

augmentant la stabilitd e | 6 al gor i t hme. L6i mpl ®ment ati on
tirée de(Press et al. 1994) | | sbagit de | 6algorithme wutil
plus, la méthode de Broyden ne nécessite pas de dagobie x ac t . El'l e se ¢

approximation construite par différences finies

00 Qe Va

— € ; ; (65)

0] @ @
Léavantage doéutiliser une appr oxi-nagdréeson r ®:
comportent souvent beaucoup do @asidetivaben s . C

analytiquement, par exemple en présence de fonctionsamagtiques comme des
conditons (IKEL SE) ou autr e, |l a construction doéun
une tache ardue. En outre, trés peu de logiciels permettent une daérssatibolique. De

pl us, |l a construction doéun Jacobien par di



35

puisque le modeéle doit simplement étre caldukél fois alors que le calcul de chaque

terme du Jacobien peut menelusimportam. nombr e doé

La méthode de Broyden calcule ses itérations de facon similaire a la méthode de-Newton
Raphson. La principale diff®rence r®side d
plus, le Jacobien est décomposé sous forme gR efficace queal décomposition LU

puisque les itérations successives modifient le modele suffisamment lentement pour que le

Jacobien puisse étre mis a jour plutét que recalculé entierement et redécompose.

Ainsi, | 6al gor i t h(Breydeh &965)etgimptemente papPoess@t ah a r
1994)est présenté a kigure®6.

Vrai

yo —Jve) ——imax[f(y,) ] < tolérance

Faux /\L
\]/ p—y
Vrai Faux

B=J

Mise a jour de la Réinitialisation de B |1l

factorisation QR Sl et factorisation QR

Calcul
correction gy, ,

Itération
, Faux <
Eaux j max[dy,, ;] < tolérance

. Vrai Max Itération
max[fy.. )] < tolérance il

Figure 6: Algorithme de Broyden pour la résolution de systeme d'équatiordinéaires tel

gu'implémenté en Tornado

Ai nsi , | 6al gorithme propos® r ®ussi-t N trou
(solution triviale, ma iac®bieg)ubDans @ \cas tomtraidkepumes o i r
approximation du Jacobien par différences finies (notée B dans le schéma) est utilisée pour

calculer des corrections successives ~ | 0es
empéche de calculer la correcti @qq) |, | 6al gorithme retourne u

racine (si elle existe) ne peut étre calculée.
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Pour concl ur e, | 6al gorithme de Broyden se
direction de descent e maxdudacbbéen. Ceitelstrajagi®® par
fait ses preuves sur des problemes présentant une faiblenéanté. Sur des problémes

plus complexes comme |l es mod | es mat h®mati g
des discontinuités ou autres événements trés-linéaires peuvent empécher la

convergence vers une solution. Sel on | 6exp
mod | e biologique néa pu °tre r®solu - | 6 ¢

ddautant plus n®cessanblesuivine second al gorith

22323Al gorithme Hybride de | a biblioth que d

Le second algorithme disponible est tiré de la bibliotheque MINPACK. Bien que tres
sembl abl e ~ | 6al gorithme de Broyden, I 6al c
méthode de Pogll et de la méthode de la Région de ConfigiMeré et al. 1980)

La méthode de PoweglPowell 1962y e p 0 s e  sénérale teda dite®tien dg recherche
de la plus grande pente. En une dimension, cette idée revient a la méthode de Newton ou la
direction de recherche est simplement la direction dans laquelle la variable se rapproche du

zéro. Lorsque le nombre de dimemsio(ou de variables) augmente, les algorithmes

nNum®ri ques recherchent habituell ement | a di
not amment , de | 6algorithme de Broyden). Ce
| 6 ®q u@dt i dn reste ensuite 7 | 6al gori t hme

dans cette direction. Si cette strat®gie of

i existe tr s peu de cas 0% ewldimensioasbeatyv r e

présente a l&igure?.



37

AN

<

z.1 | |
Z

1.9

1.5

2.6 2.7 2.8 .9 2

Figure7: lllustration de la méthode de la pente descendaatémalé

L~ 0% Powel | i nnove, coOoest dans | a gestior
suf fit), selon lui, de calcul er déabord | a c

durant deux itérations. Connaissant ces deux directions, la troisieme est calculée comme

étant la somme des deux premieresFigure8 mort r e | 6ef f et de | a m®t h
2.1
: !
i
1
1.2
1.8
1.7 \
3 2:9 é
Figure8:1 | l ustration de | a m®t hode de Powell pour |

! http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/PowellMethodMod. ht#¥ février 2009
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Si |l e pas est jug® satisfaisant, |l a direct
celle de cette nouvelle directio et | e processus recommence | U
atteinte. Cette méthode est aussi connue sous le nondatgeg» ou méthode du zigzag

(Powell 1962)

La méthode de la zone de confiance propose une approche alternative a la méthode de la
pente descendante maximale. Lorsque le Jacobien est utilisé pour calculer une direction de
recherche, | e mod-aderestqudiatut loum®amui P®, nt 6 &
de toutes les variables sont considérées constantes. Cette appeociet de calculer

facil ement une approxi mati on de | a raci ne
évidemment pas valide sur toute la plage de variation des variables. La zone de confiance
vient donner une frontiére a la correction maximale qui pourraappertée pour se diriger

vers la racine. Le pas dans la direction de recherche doit donc minimiser le terme

B 07] @ (66)

tout en respectant la contrainte

AOZ| @ 3 (67)

Ainsi, lacorrectioh @d oi t mi ni mi ser | Ba@d. Cependantela nbrin®@q u at i
du produit de la correcton et dodune Odoit rester enfériklie®c ime | | e

constante-. Tant qubéune corr ect i osresteduit.Useffotsilas ant e
correction optimale trouv®e 3ed le dapobiéni (iu®e a
nécessairey o n t mis 7~ jour et une nouvelle iIit®ral

converge vers le régime perman@vibré et al.1980)

224Al gori thmes doOptimi sati on

Les algorithmes de -lin@agres keudéclinenh gérEi@l@ngent &t deuxn s n

implémentations, soit une implémentation recherchant les zéros de N équations algébriques

2 http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/PowellMethodMod. htB février 2009
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nonlinéaires simultanément et une impiéntation cherchant & minimisene fonction

objectif donn®e par | d6utilisateur.

La premi re i mpl ®mentati on rlieéaifegeattenvoieuh a r ®s
code doerreur si |l es ®quations ne pauvent
seconde i mpl ®mentation corr es:pesoptimséursulae aut

méthode de NewteRap hson poss de wune version per me
(Edgar et al. 2001)La bibliotheque MINPACK offre également une version de son
al gorit hme Hybri de en mo d e doéopti mi sati on

poursuivent pas les mémes objectifs. Néanmoins, les recherches réalisées sur les

al gori thmiemi scada on ne doi vent pas °tre p
transformati on dans | e d o ma i-lméairesd geut Etee r ®s O
possible.

(! est possible de rechercher | a racine dot
algort hme déopti mi sati on. ! suffit de | ui do

carr ® des f(winéguationied)s d 6 ®t a't

aa= ¢ (68)
Ainsi , | or s qu e&"@ésenul ou sous urre eertain@ wlérantet une racine est
identifiée.
Mal heur eusement , en r gle g®n®r al e, cette

principale raison donnée p@fress etal. 19949 st qudéun al gorithme doé
pas de différence entre un minimum local et un minimum global (sauf quelques algorithmes
débexcepti on e gstgmpsade talcd eomrherles slgotitlomes génétiques, de
Recuit Simulé (&imulated Annealing) ou encore de colonies de Fourmies Colony
Optimizatione A CO) . Un mini mum | oc al-nulestrsynenynie un c
do®chec de dndaanoigsode liartcdr phuesieurs Dptimisations en séries selon des
stratégies comme celle de Moif@ea r | o , |l es chances sont grand

sur un minimum | ocal qgui ndest pas une raci
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2.2.5 Traitement de contraintes

Dans le domaine de la mddé sati on des stations doOo®pur at
g®n®r al ement de connaissances externes au I
connai ssance est | a fourchette dans | aquell
contraintes am mod | e doit permettre doutiliser
convergence doéun algorithme purement mat h®

physique.

2.2.5.1 Fonction de pénalité

Unefonction de pénalitpeut étre nt ®gr ®e ~ de s saibngaour simularme s d
des cont r a(Edgaretal. 2001 glad iid®e de base est de t

déopti mi sation avec contr aontmainte. en un probl

Probleme avec contrainte

W Dw (69
0=9m
Probleme sans contrainte
Pai = DO +iz VO (70)

Dans le probleme avec contrainte, le paramietest le paramétre de pénalité. Puistpue

fonction "8@) est strictement positive, la fonctiadR(@i) trouvera son minimum 1& ou

‘Wa) est pres de zéro. Un tel probléme est généralement résolu de maniére itérative en

augmentant graduellement la valeurid&n effet, plugs est pet i t , moi ns | a
consi d®r ®e . iéestElévé, plus tarcanteainte gst congraignante.
Léavantage doéune m®t hode de p®nalit® est de

sur des algorithmes déja bien connus et maittisésillant uniquement sur des modéles
sans contrainte. Léinconv®nient, par contre
effet, un tel probléme génére une matrice hessierf) trés mal conditionnée lorsque r

devient tres gran@Edgar et al. 2001)Une matrice mal conditionnée est numeériquement



41

difficile & résoudre compte tenu des variations importantes des ordres de grandeur des
nombres. Les erreurs numari@ s peuvent alors sbébaccumul er

Une telle technique doit donc étre utilisée avec circonspection.

2.2.5.2 Fonction de barriere

Léaj out débune barri re est similaire 7 une
contrai nté(Bdgadé ialnZ@lp |l WUt pr obl me dobéopti mi sat
en

déi n®gal i t® est donc transfor m® un probl

Probleme avec contrainte

w3 Vo (71)
0 Do
Probleme sans contrairte
Pai =V® izln Vo (72
Puisque la contrainté@® ne peut °tre n®gative, | 6essai

contrainte retournera un terme positifd@i t endant ya g péhabseramla i n i
valeur essayée. Encore une fois, le parameprermet de travailler itérativement avec une
valeur faible pour commencer et une valeur qui augmente pour eataevaleur optimale

du bon c6té de la contrainte.

Il faut cependant noter que dans le cas de la fonction de pénalité comme dans le cas de la
barriére, la valeur dite optimale varie en fonction du paramétre La s ol ut i on tr c
donc pas exacte, ais tend vers la solution exacte puisque les équations a traiter sont

modifiées fortement.

2.2.5.3 Transformation des variables

La transformation de variable est une opération purement mathématique qui consiste a
changer 1 6interval | emus pouréliminerlegdontraindes $urecette h e r
variable(Dochain et Vanrolleghem 20Q21Ainsi, une variable attrainte entre un minimum

et un maximum
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e < W< G (73

peut étre transformée pour remplacemp a r | 6expr ess i%donné®qani val e
| 6 ®q U7t i on
%0= tan =2 ,%m,%@
2 Wi Wie

(74)

Lédavant age r ®S%ipeuevarierrsan$ aontriindei et étregretransforme en

tout temps sans jamais enfreindre les limitexsur t el g u OFiguré9u st r ® sur |

variable f
o

y min y max

variable y
Figure9 : Equivalence entre la variable y %b

Par la suite une optimisationS&p eut °tre r ®al i s®e
trouv®, i ne

sans contr
restad qud®aidec dBculo®qulaa i voal ¢

o1 , , , . arctan %o
00:52 GreptT WQeo t Qeat Qe *—— (79

Cette technique possede un avantage trés important par rapport aux fonctiorditeegtén

de barri re. [ 1 sbagit de | 6absence de pert
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vue al g®brique, i néexi ste watu%pusgue ldi f f ®r
transformation pour passer Ddpglusltrévaillereave®o | 0 aut
plut!t qudavec une fonction de p®nalit® ou
pui squdaucun param tre ne doit °tre modifi ®

2.2.6 Algorithmes alternatifs

Les algorithmes étudiésuijs q u 6 mai nt enant sont cour amm
Cependant, il existe une multitude de modéles ne pouvant étre résolus par ces méthodes.
Cboest pour quaoi pl usieurs modifications per

problémes tres complexentaté développées.

226.1 Al gorithme wutilisant | e concept dOoOHomot

Une variante int®ressante dRalodchh B94Pans ses h me H
travaux, i a d®montr® que | d6utilisation
convergence significativement dans <certain

incapable de gbudre.

Le concept dbébhomotopie consiste ° prendre d
de | 6un ° | dautre de fa-on continue. Dans |
deux objets sont deux ense msébtoase phrda®armouet i on s

suivante

'O &g 1 g 29 +gz20é (76)

Ainsi, le parameétrg variera entre 0 et 1 pour offrir une transformation continue &ibe

et Q@ . Tout ce qui reste a détermine e s t |l a forme que prendra
Da .
La méthode proposée p@aloschi 1994r onsi ste ~ dbébabord tenter

dé®quBeéd i ohdaide de | dalgorithme Hybride. Er

"B wb est construit sous la forme
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00 = o Ry (77)

ou®Pax)est | a meill eure solution calcul ®e par
a résoudre numériqguement lorsqaeest proche d@, Le paramétray prend alors une

valeur différente de zéro. Plus cette vale e st grande, pl us [ i 1
e

ryS

do®quation original est faible et plus |
solution au s@Pad esneouvdedil@st poasible demédwgrpour trouver

une solutiondusysiee d o6 ®quati on or i gigresttamen&aeéra u i est

Bien que cette méthode semble présenter un excellent taux de succes (98% des problemes
test®s par | es auteurs ont converg® ~ une s
était utlisé seul), elle est également trés colteuse en temps de calcul puisque chaque

variation du parametge nt ra” " ne | a solution dbéun nouveau

2.2.6.2 Couplage simulationi r ®s ol uti on de syst me doé®qua

Régime Permanent

Certairs modéles sont si complexes que ni la simulation, ni les algorithmes traditionnels
pour <calculer | e R®gi me per manen(Shrashietsont e
al.2009)dans | e cadre doéun mod | e de voies m®ta
(« stiff »), ce qui nécessite des algorithmes particuliets orésoudre en simulation. Ces

al gorithmes, tr s sp®cialis®s, no®t ai ent P
devenaient négatives. Lorsque ces variables représentent des quantités comme des

concentrations, une v@thec d®ghbtalvgoest hmgn

Pour résoudre leur probléemgShiraishi et al. 209) proposent de transformer
graduel |l ement | eur syst me doé®quations diff
en syst me doé®quation di ff®  entiell es et é

calculer le régime permanent du modéele.

Une méthodermpi ri que est donc propos®e qui consi
syst me doé®quations diff®rentielles par un

les équations différentielles ayant retourné une valeur finale négative sont transformées en
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équations algébriques implicites (donc de la forme® @ ala forme0 = Ra)) et une

nouvelle solution est calculée.

Il est & noter que les résultats dynamiques ne sont pas exacts et ne tentent pas de représenter

la réalité. Seuleslesvaler s au r ®gi me per manent sont doéin

Comme dans l e cas de |l a m®t hode wutilisant
algorithme ° nbébemployer que | orsque | es al

tenu de la lourde surcharge de calcul impigu

2.3 Sommaire

Beaucoup de travaux ont été réalisés sur des techniques numériques pour favoriser

| 6utilisation de mod | es mat h®mati ques. De
La premiere consiste a offrir une solution robuste et performante de®ysoblemes

mat h®mati qgues. Les algorithmes d®vel opp®s i
mini mum de superflu est visible. Ainsi, | O &
bien que dbébune tr s gr andesalgorithmes$ de Broydedet En r
Hybride sont deux implémentations de la méthode de NeR#&mihson ou le calcul du
Jacobien est simplifi® -~ | 6ai de de di ff ®r e
également améliorée pour permettre la résolution despl de pr obl mes quc¢
algorithme de NewtofRaphson (méthode de la zone de confiance, par exemple). Mais dans

| 6ensemble, il sbagit dbéalgorithmes r®duits

La seconde approche consiste a développer des méthodes segcHiqgies problémes

di fficiles. Ainsi, |l es algorithmes doint®g
(algorithme de Rung&utta implicite, CVODE, technique de différentiation arriere) sont

tres performants mais ce sont également des algorithmesadn@islexes qui pourront

prendre plus de ressources pour résoudre des problemes simples. Dans la méme veine,
utiliser une m®t hode doéhomotopie pour r ®s o
doexcellents taux de convemgpénagea.e Par r®smotl n
grand nombre de sousodeles avant de calculer la solution a un modele final. Le temps de

calcul peut donc exploser et devenir problématique.
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3 Matériel et Méthodes

3.1 Tornado
Léenvironnement de d®vel oppemedéveloppe epar c e m
MOSTforWATER (Kortrijk, Bel gi que) . [ 1 sbagit déun en:

permettant de réaliser des expériences virtuelles (évaluations de modeles mathématiques).

Son architecture logicielle est abondamment documentéd dkaeys 2008a)

Les outils disponibles incluent un compilateur (MOF2T) permettant de transformer un
modele écrit dans un langage de d@lssation (Modelica ou MSL) en un modéle

exécutable.

Tornado est développé en C++, un langage de programmation orienté objet. Son
développement modulaire permet la superposition de nombreux algorithmes sous forme de
bibliotheque de liens dynamiques (dgmia link library ou dIl en anglais). Le
d®vel oppement doébun nouvel al gorithme se fai

|l e mod | e débun algorithme existant.

Léenvironnement Tornado offre ®gal ement des

ceri nes fonctions doéun mod | e, sel on |l es
g®n®r al ement tr s compl exes, une seule fo
di ff® r entielles est insuffisante. Cbest pou

selon le besoin

m_pCallbackTime - >SetTime(t);
m_plnput - >Input();

m_pModel - >ComputeState();
m_pModel- >ComputeOutput();
m_pModel- >CheckBounds();
m_pModel- >Update();
m_pOutput - >Output();

La premiére footion (SetTime(ty ) sert a indiquer a Tornado ou en est rendue la

simulation. La secondeinput() ) sert ) cal cul er | es entre®

déentr®es ou doéun g®n®r at eomputeSlae(p nrepré&eats  du
e

I ciur Gédembddaes cette fonction que sont
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sur | a base des Vv acompadolipe(s edt@ppelée & chaqueapasfde nct i
t emps compl ®t ® pour cal cul er | es vari abl e
CheckBounds() s6assure que |l es | imites ne sont pas
fonction doit °tre sp®cifi® par | o6utilisate

possible de ne rien faire, émettre un avertissement tout en continuant la Sonu&t
®mettre un message doerr euUpdae(l ed utiliséetpeur | 6 e X
gérer les mémoires tampons nécessaires a certaines fonctions. Finalement, la fonction
Output() gere les sorties, que ce soit pour les enregistrer danshier fiexte, pour tracer

un graphique ou pour communiquer avec une application extérieure & Tornado.

3.1.1 Algorithmes disponiblesi Intégrateurs

La plateforme Tornado poss de 25 i mpl ®ment
cel a ne si gonitdus wilisgs anspratipuedBn effet, s&x de ces intégrateurs sont
des implémentations particulieres de la méthode de Rkinge t a =~ p-adiredué x e, ¢

| 6erreur accumul ®e °~ chaque pas nbéest pas ¢

Néanmoins, la présence de nombreux #lgaores différents permet de choisir celui le plus
adapt® au <cal cul dQ@aeys 2068bpr 6 go speard d @iull i ewr s

avenues pour optimiser | e choix doéoun algori

Il faut également noter que dans sa version actuelle, la plateforme Tornado ne peut résoudre

gue des mod |l es compos®s dobé®quations diff ®r

&= "Wa 0) (78)

1 ndoest donc pas possible de r®soudre des
différentielles et algébriques

7= R0
0= "qad) 79
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3.1.2 Algorithmes disponiblesi Résolutiondesgt mes doé®quati o

Si plusieurs intégrateurs sont disponibles, il en va tout autrement dans le cas des

algorithmes de 7' ®sol ut i diméairesenécessaises poure gar d 6 ® ¢

exempl e, cal cul er l e r ®gi me peaempldraentations d O un
di sponi bl es sont |l a m®t hode de Broyden et
MINPACK.

Dans leur implémentation actuelle, les deux algorithmes utilisent une décomposition QR

pour inverser | eur Jacobi erayden éngoreeaimmessage, s el
dderreur si |l e Jacobien est singulier, bien
Bi en gudun Jacobien singulier s edéterminé y nony
(autrement dit, moi ns do®quat ixsta des cas de®p end
figure 0% un tel comportement est recherch:

implicite sert de contrainte sous la forme

0="Gaao) (80)

Pour travailler, | 6al gor i toketdedj eusssqauide’ ces qw
fonction soit annulée. Cependant, durant tout le processus, le résidu de la fonction doit étre
assignéaune ar i abl e .(80)lddit®aanwédre refmmulée comme suit

(:]é+l: "g+l(ﬂh¢0!8 1(:]!‘-:1(‘)) (81)
Sous cette forme, puisque,;, n 6 appar a’ t dans aucuéespa®Pquat.i

N A Q . . .
rapport a ellenéme seront nulles. La colon%— rend donc tout Jacobien singulier. De
Je +1

pl us, une d®composi ti orfPrekslét at. 29Pdinpliqugraitmemp | ® me
divisionparzés, ce qui interdirait | 6utilisation ¢
QR peut étre réalisée sur une matrice singuliere et une solution a la matrice peut étre
calculée. Seulement, une matrice singuliere étant-détesminée, les variables comme

k,,de | 6®fm@me uvwent prendre noéi mporte quelle

Leur comportement sur certains algorithmes peut donc étre aléatoire.
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3.1.3 Expériences virtuelles

La plateforme Tornado permet de réaliser dige expériences virtuelldse tutoriel joint a

| Ahnexe Apermet de réaliser les diverses expériences disponibles.

Ces expériences possédent différents niveaux hiérarchiques. Les deux expériences de base
sont le calcul du gime permanentekpSSRoot , ExpSSOptim ) et la simulation dynamique

(ExpSimul ). Les expériences de niveau supérieur utilisent ces expériences de base pour
construire des structures répondant a divers objectifg-iguare 10 est tiree de (Claeys

2008a)et montre |l es diff®rents niveaux ddéoexp®r

ExpScen- ExpMC-
( Optim ) Optim ) SR 4

1:1 1:1 1:17 1:1 1:

) &

DV
(Expopum) (

1:1

) (o) 3

1
rd S
xpCl xpSc
N\ /
1 1

1 1:

ExpScen-
( REpsell ) ( SgRoot

Figure 10 : Différentes expériezes virtuelles disponibles sur la plateforme Torn&Gtaeys
2008a)

Dans le cadre de ce projet, seules les expériences datsmuExpSimul ) et de calcul du

régime permanent{pSSRoot ) ont été utilisées.

Comme le montre I&igure10, | 6 ® ®ment essenti el pour | anc
en soit. Les modeles utilisés en Tornado sont typiqueéeits en Modelica ou en MSL. Il
est également possible de créer un modéle sur le logiciel WEST. Le logiciel WEST est un

logiciel de simulation également développé par MOSTforWATER. Dans un futur proche,
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WEST et Tornado fusionneront pour que le premiéireoune interface graphique
conviviale et efficace alors que Tornado gérera les aspects du calcul numérique. Il est déja
possi bl e de <convertir un mod | e ddune pl a

supplémentaire pour le développement de modeles.

Puisque les fichiers contenant le modéle sont de simples fichiers textes, la premiere étape
consiste a construire une bibliotheque de liens dynamiques (fichier .dll) a partir du fichier
texte. Pour se faire, deux applications développées sur la platefbormado sont
nécessaires. La premiém@QF2T.EXE sert a compiler le modéle une premiére fois et a le
convertir en | angage C. Cette ®tape per met
certaines simplifications et en triant efficacement les équatiansodéle(Claeys et al.

2007 ( voir |l a section Compi | at emor2T.ENERERENEE), . Une
deux fichiers sont créés. lmemier est le modele comme tel en langage C et le second est

un fichier xml contenant toutes les informations symboliques (liens entre les paramétres,

valeurs initiales des paramétres et variables, etc.).

La seconde application eSBUILD.EXE. Son rble st de générer la bibliotheque de liens

dynamiques sur la base du modéele réécrit en C.

Lorsque le modele est généré et fonctionnel, il est possible de créer les expériences

virtuell es. Une exp®rience virtuelficeierse pr(
est g®n®r ® aut omat iTyANEREed® Torngma et cohtiénatpytek lesc at i ©
i nformations dont TeEXEeBX®ac udesuai nd dpexpr®rri @alcies

virtuelle en question. Un fichier représentant une simulation estqécidessous
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<Tornado >
<Exp Version ="1.0" Type="Simul">
<Props >
<Prop Name="Author"  Value ="PCYRIL\ Cyril"/>
<Prop Name="Date" Value ="Mon Feb 09 15:46:01 2009"/>
<Prop Name="FileName"
Value ="AcidBase.Simul.Exp.xml|.Tornado"/>
<.I>
</ Props >
<Simul >
<Model Name="AcidBase" CheckBounds ="false"
StopWhenBoundsViolation ="false "
StopWhenSteadyState ="false">
</ Model >
<Inputs Enabled ="true">
<Input Name"*Calc*'>
</ Input >
</ Inputs >
<Outputs  Enabled ="true">
<Output Name="File">

<Props >
<Prop Name"Commint" Value ="0.01"/>
<Prop Name="Precision" Value ="8"/>
<.[>
</ Props >
</ File >
</ Output >
</ Outputs >
<Time >
<Props >
<Prop Name"StartTime" Value ="0"/>
<Prop Name="StopTime" Value ="50"/>
</ Props >
</ Time >
<Solve >
<Integ Method ="CVODE">
<Props >
<Prop Name"MaxNoSteps" Value ="0"/>

<...[>
</ Props >
</ Integ >
</ Solve >
</ Simul >
</ Exp>
</ Tornado >

<File Name="AcidBase.Simul.out.txt" Enabled ="true">

<Prop Name="RelativeTolerance" Value ="1e - 0015"/>

[ est possi ble de modifier ce fichi

er s e

virtuelle a préséance sur le modele symbolique généré a la compilation. Si un parametre se

voit assigner une valeur dahsb e x p ®r i ence symbol i que,

symbol i qgue est ®cras®e. Cette

gesti

on

a vV a

per me
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modi fier |l a version originale du mod |l e pl
effacantlesassgat i ons du fichier de | 6exp®rience.
Une foi s | 6exp®rience virtuelle bien d®f i

| 6 app | TEXEGEKE @etie application fait le lien entre les algorithmes choisis pour

r®aliser | 0exp®rience et | e mod | e.

L Annexe A décrit les différentes expériences virtuelles disponibles ainsi que les

manipulations a réaliser en ligne de commande (DOS) pour y parvenir.

3.1.4 Compilateur MOF2T

Tel qguoindiqu® pr ®c®demment , elques lanmdgestdef or me
programmation (Modelica, MSL, etc.). Cependant, pour étre exécuté, un modeéle doit étre
compil ® en une biblioth que de | iens :dynami
Visual Studio de Microsoft) ou non (exBorland), doit étreutilisé pour générer cette
bibliothéque, un programme est nécessaire pour convertir les langages de modélisation en

un langage plus commun, le C. Sur la plateforme Tornado, ce programme est MOF2T.

MOF2T | it un mod | e ®cr i nleepmécepesde lbxi &cyacc e t I
(Levine et al. 1992) Le programme r ®alise dbéabord uni
élape, l e mod |l e est | u et converti en une s
aussi appel ®es des niuds, repr®sentent chat

exi ste pour chaque ® ®ment possiulexempleCett e
Ainsi, (B)®guat®®Orite sous forkigerelhie ses dif

=320+ sin* 2 (82)
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Equation

C{ Multiplication

Addition

Soustraction

/

Fonction

&

Figurell: représentation de I'équati@®)s ous f or me doOéunit®s | exical e:

Cette forme de représentation permet de réécrireltaust mod | e sous |l a fo
déounit®s o0o% |l es diff®rentes op®r aRigurelds sont
integre la gestion de la priorité des opérations. En effefy Te u «lMultiplication »

multiplie 3 aur ®s ul t at du niud Addition. ! est do
conna’“ tre | es op®rations ° r®aliser et dober

la solution de son expression.

Le programmemoOF2Treprésente donc le modele en entiercde facon en commencant

avec un nfcuadsqappeln@@i que | e d®but du mod | e
di ff® r ents autres niuds qui composent | es
possible de parcourir | emTmad’ ™| d aarutearet i €rd ee
mod | e est simplifi®. Trois op®rations sont

|l es expressions constant esmn“s o2nde ®RvaddaLRetsi. o M
est remplacée par sa valet)(durant cette étap&nsuite, les équivalences sont résolues.

Ces équivalences sont de la forme « En remplacant lew par lew correspondant, les

temps decalculsmt montr ® des r ®du (Clagys 20@88a)nalénsemt | us
certaines équations ne sont basées que sur des pasaaté&tes constantes. Ces équations

retournent donc une valeur cvomstOastser eo atl oa
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ne | es calculer qubéune seule fois en | es d
méme raisonnement est fait sur lesiégt i ons ne servant qguo- C a
équations sont regroupées dans une section spécifique qui ne sera calculée que lorsque les
vari ables en sortie sont demand®es. Un gain
observé pafClaeys 2008a)

Repr ®senter |l es ®quations sous forme dbéarb
récursives. Par exemple, une fban servant a substituer toutes les occurrences abns

un modéle pakc o mmencer ai t par l'ire | e premier ni
variable la substitution est réalisée et la fonction est terminée. Dans le cas contraire, si le
nNTud pm8a dbéenfant (des Il iens vers dobdautres
fonction est termin®e:.. uSi nlieu dnidued nau |dteisp |eincf;

est r®appel ®e sur tous |l es enfants du niud.

Ces équations récursives tirentrguissance de leur simplicité. En effet, la fonction de
| 6exempl e pr®c®dent ne doit g®rer gque | es t
des équations. Ecrire une fonction équivalente sans utiliser de fonction récursive

n®cessit eelmuclesde @agsmntaion abmplexes et lourdes.

3.2 Modeles utilisés pour tester les algorithmes

Un algorithme doint®gration ou de cal cul d
est donc incapable de retourner de résultat si aucun modele ne luiregtde la méme

fa-on qudi l est Iimpossible de savoir si un
Cbest dans ce but que trois mod |l es ont ®t
algorithmes proposés. lls sont tous développés en Madel pui sque coOest

gudaccepte | e Il ogiciel Tornado.
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3.2.1 Modele Acidei Base

L6objectif de ce mod | e est de repr®senter
0B+0 2z 0Q (83
00 +0 z QL (84)
Ces ®quations doé®qui |-rédctioes présRricesarssonst | es qu a
o~ QA 8
0'Q+ 00 0Q (89
v @ " 86
0’ O 0'g + O (86)
Et
60 + 'O & Qi (87
Q0 0 60 + 'O (89)

Les constantes cinétiques peuvent étre réécrites sous la foieng connue suivante
(Reichert et al. 2001)

~

Q6 =7
0 = 2

Q=G . (89)
R T

Dans le contexte de cette étude, cependant, les cinétiques revétent une importance minimale
pui sque seul | 6 @ppendhbnt, & fai de @aivoir lesenodifier pernhe®de

changer radicalement le comportement du modéle.



56

3.2.1.1 Modéleen langage Modelica

fclass AcidBase

parameter Real k. w = 1e - 4;
parameter Real k_N = 1e -1,
parameter Real K_eq_w = le - 14;
parameter RealK  _eq_N=10" -9.2);
parameter Real N_tot = 1e - 5;

parameter Real pH_init = 7;

Real S_H(start = 1e -7, min = 0);
Real S_NH3(start = 0, min = 0);

Real S_NH4(start = 1e -5, min = 0);
Real S_OH(start = 1e -7, min = 0);
Real Z_plus(start = 1e -5);

Real delta_Z(start = 0);

output Real o_S_H(min = 0);
output Real 0_S_OH(min = 0);
output Real 0_S_NH3(min = 0);
output Real 0_S_NH4(min = 0);
output Real o_delta_Z;

equation
der(S_OH) =k_w* (1 - (S_H*S_OH)/K_eq_w);
der(S_ H)y=k w*(1 - S H*S OH/K_eq_w)

+k N*(S_.NH4 - S NH3*S H/K eq N);

der(S_NH3) = k_N* (S_NH4 - S_NH3*S H/K_eq_N);
S NH4=N_tot - S_NHS3;
der(delta_Z)=(S_H+ S _NH4 - S OH- Z plus);
0.S H=S H;

0_S OH=S_OH;

0_S NH3 =S_NH3;

0_S NH4 =S _NH4;

0_delta Z =delta_z;
end AcidBase;

La premi re section dbébun mod |l e ®crit en M

et param tres. Cbest I C ik w, e esNoeikeqgd.®Re | ar ®s

parametreN_tot représehe | a quantit® dbéazote:totale dar
Uge=0Q+0Q" (90

Les variabless H, S_NH3 S_NH4 et S_OH représentent les concentrations des ions et
moléculesO', 0'Q, 0'Q etl'O . Le préfixe «s_ » vient de la notation utilisée dales
mod | es de traitement dbéeaux uss»@tdesespe@esi gnar

particulaires par X ». Finalement, la variablg plus représente la charge résiduelle en
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solution et les ions spectateurs. Sa valeur est calauéda basedes concentrations

initiales de€0™, 0'Q et0'O comme suit

La variabledelta_z est une variable fictive. Elle sert & ajouter une équatigébriquede

la forme

0="dag (92

Le but ®tant d@®3).g®n®rer | 6®quation
O:'U+6"q 00 +(I}1(‘1')|' (93

Cette forme doé®quati on inToreasd Cepeamdant, joesquenie s e e
réegime permaent est <calcul ®, il est possible doboa
di ff® rentielle, dé6o¥% | e besoin éplusesavari a
présence ne devrait pas influencer le calcul du régime dynamique du modéle.
Malheures e me nt , [(BB)® gousa foime ndifférentielle (équatiorn(94)) est
numériquement instable. Lorsque le modéle est résolu en régime dynamique, cette équation
doit donc étre éliminée.

—Qc,gbﬁ?“% =0+ 0T 50 + Qe (94

La section des variables de sorties (dont la déclaration commenceopgute») sert a

extraire |l es valeurs |l ors de | 6ex®cution du

3.2.1.2 Equations Initial es

La secti on d o ®anprasenteadans le modele préseda, & initialiser des
param tres ou | es val eur s initiales des ‘
empl oy®es par Tornado i nter di scette sectidnGsileni t i al

régime permanent doit étre calculé puisque les équations de cette section sont calculées a
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chaque itération lorsque le régime permanent est recherché. Néanmoins, les valeurs initiales

des différentes variables sont calculées manuellemen | 6 ai de des ®quatio
"Y'O = 10 "Oaa (95
0_'Q0
iy = D 96
YOO Y0 (96)
YOOI = 0_¥07 YO'DB (97)
QNI = YO+ 0 0 YO'&B YOO (98

3213 f£quations dOoEf£t at

Cemodele AcidBase contient trois vV@ritabti'§sLado ®t at

concentrationdd™ @ n 6 est pas i nd®p e At aalctlée algébriquementd e | | €

(@)
Q)

partir doéun simple bilan de masse sur |
la concentration en ion hydroxyde
der(S_ OH) =k w* (1 - (S_.H*S OH)/K_ eq w);
La seconde équation différentielle contrdle laamntration en ions hydrogéenes

der(S_ H)y=k w*(1 - S H*S OH/K_eq_w)
+Kk_N*(S_NH4 - S _NH3*S_H/K_eq_N);
Cette ®quation d@pei@ ete db o ®@FGPWqlLIQH rizb r e
troisi me ®quation diff®renti:elle contr?tle
der(S_NH3) = k_N * (S_NH4 - S_NH3*S_H/K_eq_N);

L6®quation suivante repr ®sent endmaPuisqelat i on
guantit® dbébazote dans | e mod | e est const a
calculée directement

S_NH4=N_tot - S_NHS;
En observant les trois équations différentielles de plus pres, il est possible de voir que
| 6 ®q u a rolamt 0" astounet combinaison linéaire des deux autres. Si ce fait ne crée
aucun probléme lors de simulations dynamiques, le systéme ne permet pas de résoudre
simultan®ment | es trois ®quati-o®seremi-m@,gi me

ad i r el pagaedeiune infinité de solutions. Ce systéme-détegminé est résolu par
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| 6aj out dobébune quatri me ®quation contenant
| 6®qui |l i bre de | aiBaskarge du mod | e Aci de
0="0+0Q@ 0O +a& (99
Pui sque | a plateforme Tornado n d¥)adacitepet e pas
r ®e®cr i te sous une for me explicite doune
permanenpossédantunevabda e f i cti ve, donc sans int®r °t
der(delta Z) =(S_H+ S _NH4 - S OH- Z plus);

Le modéle sera toujours sedéterminé, mais la seule variable qui soit possible de fixer
arbitrairement devient cette variable fictieielta Z garantissant que le soagsteme
déint®r°t est, lui, bien d®ter mi n®.

3.2.1.4 Equations de sortie

Finalement, les quatre dernieres équations permettent de générer des fichiers de sortie du

modéle dynamique.

0. S H=S H;
0_S_OH=S_OH;
0_S_NH3 =S _NHS3;
0 S NH4= S NH4;
0_delta Z =delta_z;

3.2.2 Modele Prédateuri Proie

Le second modéle utilisé pour tester les algorithmes est un modéle suivant les populations

de prédateurs et de proies. Ce modele est tiré de la base de modeles de Tornado et est
dérivé du modéle clagpie de Lotkav o | t er r a . 1 ne contient que
les populations de prédateur et de proie. Il tient compte des processus les plus simples des
modeles prédatetproie, soit les naissancdas mortalité de chaque population et la
prédation Ses ®quat:i ons do6®tat sont

,Q'S‘l é"@ i TN or o i’ oY TNor ey i TNor ey
— =@z 0iE€Q alz0iNz0iEQ+ 6bz 0i €W (100

(03
Di'm

B = 0Z0Lz0IMZ0IE® RzZOIM+ Bz0ix® (101
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Dans ces conditions, le moddRrédateuri Proie peut exprimer quatre comportements

dynamiques qui dépendent des populations initiales des proies et prédateurs

1. Les deuxpopulations sont & zérd_e modéle ne montre aucune évolution des populations

et restent a zéro.
2. Lapopulation demiesestnulle La popul ation de pr®dateur d

3. La population de prédateur est nule La popul ation de proies
| 6®qui l i bre entre |l es .nai ssances et |l es d®c s

4. Les deux populations sont nonlles: Un équilibre est atteint entre les deux populations.

Les parametres utilisé@ableau2) ne font également pas apparaitre de cycle entre les
populations de prédateurs et de proies. Le modeéle converge donc toujours vers une solution
stable.

Tableaw? : Parameétres du modeéle Prédate®roie

Parametrg Valeur
cl 0.001
c2 0.9
c3 0.0001
c4 1.1
c5 le5
b 0.02




3.2.2.1 Modele en langage Modelica

fclass PredatorPrey
parameter Real c1 = 0.001;
parameter Real c2 = 0.9;
parameter Real ¢c3 = 0.0001;
parameter Real c4 = 1.1;
parameter Real ¢5 = le - 5;
parameter Real b = 0.02;

output Real pa_out;
output Real ps_out;

input Real pa.in_1;

input Real pa.in_2;

output Real pa.out_1;

Real pa.p(start = 1000) ;

input Real ps.in_1;
input Real ps.in_2;
output Real ps.out_1;
Real ps.p(start = 100);

input Real c5papa.in_1;

input Real c5papa.in_2;

output Real c5papa.out_1;
parameter Real c5papa.c = 1.0;

input Real clpaps.in_1;

input Real clpap s.in_2;
output Real clpaps.out_1;
parameter Real clpaps.c = 1.0;

input Real c3psps.in_1;

input Real c3psps.in_2;

output Real c3psps.out_1;
parameter Real c3psps.c = 1.0;

input Real c4pa.in_1;
output Real c4pa.out_1;
parameter Real c4pa. c=1.0;

input Real bclpaps.in_1;
output Real bclpaps.out_1;
parameter Real bclpaps.c = 1.0;

input Real c2ps.in_1;
output Real c2ps.out_1;
parameter Real c2ps.c = 1.0;

input Real c2ps_plus_c3psps.in_1;
input Real c2ps_plus_c3psps.in_2;
output Real c2ps_plus_c3psps.out_1;

input Real c5papa_plus_clpaps.in_1;



input Real c5papa_plus_clpaps.in_2;
output Real c5papa_plus_clpaps.out 1;

initial equation

clpaps.c = cl;
c2ps.c = C2;
c3psps.c = c3;
c4pa.c = c4,
c5papa.c = c5;
bclpaps.c = b;
equation
der(pa.p) = (pa.in_1 - pa.in_2);
pa.out_1 =pa.in_1 - pa.in_2;
der(ps.p) = (ps.in_1 - ps.in_2);
ps.out_1=ps.in_1 - ps.in_2;
cSpapa.out_1 = cbpapa.c * cbpapa.in_1 * cbpapa.in_2;
clpaps.out_1 = clpaps.c * clpaps.in_1* clpaps.in_2;

c3psps.out_1 = c3psps.c * c3psps.in_1 * c3psps.in_2;
c4pa.out_1 = cdpa.c * c4pa.in_1;
bclpaps.out_1 = bclpaps.c * bclpaps.in_1;
c2ps.out_1 = c2ps.c * c2ps.in_1;
c2ps_plus_c3psps.out_1 = c2ps_plus_c3psps.in_1 +
c2ps_plus_c3psps.in_2;
cSpapa_plus_clpaps.out_1 = c5papa_plus_clpaps.in_1 +
cSpapa_plus_clpaps.in_2;
pa_out = pa.p;
ps_out = ps.p;
bclpaps.in_1 = cbpapa_plus_clpaps.in_1;
cSpapa_plus_clpaps.in_1 = clpaps.out 1,
c2ps.in_1 = c3psps.in_1;
c3psps.in_1 = c3psps.in_2;
c3psps.in_2 = clpaps.in_1;
clpaps.in_1 = ps.p;
c2ps_plus_c3psps.in_1 =c2ps.out_1;
c2ps_plus_c3psps.in_2 = c3psps.out_1;
ps.in_2 = c2ps_plus_c3psps.out_1;
ps.in_1 = bclpaps.out_1;
clpaps .in_2 = c5papa.in_1;
c5papa.in_1 = c5papa.in_2;
cSpapa.in_2 = cdpa.in_1;
cdpa.in_1 = pa.p;
cSpapa_plus_clpaps.in_2 = c5papa.out_1;
pa.in_2 = c5papa_plus_clpaps.out_1;
pa.in_1 = c4pa.out_1;
end PredatorPrey;

62
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3.2.3 Modéle ASM1

Le troisieme modele futhoisi pour avoir un cas classique venant du domaine du traitement

bi ol ogigue des eaux us®es. CoOest pourquoi u
aéré ASM1(Henze et al. 1987st utilisé a titre de troisieme modéele test. Ce modéle a été
choi si pour sa complexit®, pui squodi l cont i
modele Acidei Base), et pour sa simplicjit¢ pui squoéi | ne contient
(comparativement a 108 pour le modele BSME).modéle a été construit dans le logiciel

WEST selon l&igurel2.

L

ﬁ* ﬂLU

n_1 TF_1 FC_1 out_1

Figurel2: Modéle ASML1 construit sur l®giciel WEST

1 faut noter que ce mod | e ne se veut pas
de ce modele est de servir de test pour les différents algorithmes et non de permettre le
di mensi onnement déune us i néfautrsae utilisées aussii ns i |,

souvent que possible.

Les caract®ristiques de | 6eau ~ traiter sor
g®n®r ateur de var inpu Gepsatoel e ah s ®edemapiped®nen

Le modele du réacteur i@est basé sur le modéle ASM1 et comporte un volume fixe.

La version en langage Modelica de ce modele est trop longue pour étre insérée dans ce
rapport. Cependant, les paramétres utilisés pour exécuter les expériences virtuelles sont
indiquées ad ableau3 et les valeurs données en entrée au modeéle sdraideaud. Il faut
noter que le logiciel WEST travaille avec dessses, et non des concentratioDg plus,

les entrées sont fournies sous formealencc e nt r at i on avant do°tre c

Final ement , |l e r®gi me per manent a ®t ® cal c
période de temps suffisamment longue pour que lesivabl es doé ®t aes s oi e

valeursdu Tableaub constituent le régime permanent de référence du modéle
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Pui squodoun algorithme de recherche du r ®gi me
variables do®t at se VvVoient assigner un est
reggimes per manents est | anc®e, seuls deux vari
modifiés. Cette approche offre de bons résultats puisque la variation de deux variables
montre les limites des algorithmes de recherche du régime permanent en petrrdetta
détectedes sol uti ons 7 Lede&timésiinitiauwbde base sont adfichésean i ® e s

Tableau6.



Tableau3 : Valeur numérique des paramétres du modéle ASM1

Parameétre | Valeur unités
F BOD _COD 0,65 T
F TSS COD| 0,75 i
K_NH 1 e v
K_NO 05 WU U
QA 3
K_OA 04 0,
_ RE
K_OH 02 2,
- a3
K_S 20 Q,O‘;”
a
"Q000 & o 'E 0 WOEQ (XX
K X 0,02 ——
- Q000 cfHOAIOQ
Kla 50 "©oi 1
S_O_Sat 8 &
QA 3
v A 024 "QO0L Ni €DANQ
- ’ Q) cEEiEa G éQ
v H 0,67 "Q0A0 Ni £€DANQ
- ’ "QOO0 (EEiEa & €Q
b_A 0,01 Qo1 !
b H 04 "©oi !
f P 0,08 i
i X B 0,086 @
- - ' "Q000
i X P 0,06 @
- = ' "Q000
r 3
k a 0,06 a—~
- Q000 x ‘@01
K h ) "Q000 & 0D 'E 0 WOED (XX
- "QOO0 GOSN QoI
mu A 0,55 ©oi !
mu_H 4 Qo1 !
ng 0,8 T
n h 04 T
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Tableawd : Valeurs données eantréeau modéle ASM1 et Décanteur Ponctuel

Variable Valeur Unité
Mean[H20] 1000 & 3/7@oi
Mean[S_ALK] 10 Qas
Mean[S_l] 10 Qa3
Mean[S_ND] 1 Qa3
Mean[S_NH] 5 Qa3
Mean[S NOJ 5 Qe
Mean[S_O] 2 Qe
Mean[S_S] 100 Qa3
Mean[X_BA] 10 Qa3
Mean[X_BH] 10 Qas
Mean[X_|] 10 Qas
Mean[X_ND] 1 Qas
Mean[X_P] 1 Qa3
Mean[X_S] 10 Qa3
Tableau5 : Valeur cs variables d'état au Régime Permanent calculé par une simulation
dynamique
_ Valeur au Régime Valeur au Régime| Concentrations
Variable permanent en entrée
46 ®t 4 perrpanent "0 0
? as a3
H20 1e+009 1le+6
S ALK 959346 9,593 10
S | 10000 10,000 10
S ND 824923 0,825 1
S NH 49531 0,050 5
S NO 574104 5,741 5
S O 700152 7,002 2
S S 919703 9,197 100
X_BA 101477 10,148 10
X_BH 67004 67,004 10
X | 10000 10,000 10
X_ND 43229 0,043 2 1
X P 315223 3,152 1
X_S 47174 0472 10
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Tableau6 : Valeur des estimés initiaux des variables d'état utilisées pour lancer la recherche du

régime permanent

Variable Estimé initial Estimé initial
do®t g Q (a3
H20 1e+009 1e+006

S ALK 9 000 9

S | 10000 10
S ND 800 0,8
S NH 50 0,05
S NO 5000 5

S O 7 000 7

S S 9 000 9
X_BA 10 000 10
X_BH 67 000 67

X 10000 10
X_ND 40 0,04

X P 3000 3

X S 400 0,4

3.2.4 Modele ASU (Activated Sludge Unit)

Le modele ASU est tiré de la banque de modéles tests fournis sur la plateforme Tornado et

sur le logiciel WEST. Il est présenté &Hgurel3.

FtaC_waste

Figure13: Représentation sous WEST du raledASU
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Le réacteur biologiqua volume variablest modélisé par le modele ASM2d qui comporte

20 variables do®tat. L @akat®Ret &. 1998w subdivigeilel i s e |
décanteur en dix couches pour simuler la décantation de la liqueur mixte. Il contient dix
variables do®tat. La concentrati oswitdhm oXxyg
sur laFigure 13) qui fonctionne sur le modeauverti fermé». Finalement, un fichier

ddoentr ®es standard permet de simuler | e mod

typi gue de st atFigueld) subseppjaoursat i on (v oir

x 10

4.5

Débit (m3/jour)

051 b

0 ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Temps (jours)

Figurel14: Profil de débit journalier typique

Tous les parametres du modele sont les paramétres par défaut proposés par la plateforme

Tornado.

Léutilisation ddune pmsental ure compgorterpeatuparticulied a ®r a
complexe du point de vue numérigsigoplémentaire au modéle ASM1, ce qui le rend plus

di fficile 7" r®soudre en si mu-{déatdetype.Takéce f ai t
et un modéle biologique plus complexe A3 d pl ut ! t(Henpe é AlS200AD)

ajoute a la difficulté. Bref, bien que ce modele ne compiee 30 variabl es



69

comporte tout de méme trois éléments de base de tout modeéle biologique de station

do®puration (r®acteur a®r ®, d®canteur et <co

3.2.5 Modele Benchmark

Ce modéle, également tiré de la banque de motedessde Tornado et WEST, se veut une
i mpl ®ment ati on simpl e d 6 un (Coppd2002)e Ainsil e st a
contrairement au mod |l e ASU, |l e mod | e Ben

station. Il est représenté aHaurel15.

FC_effluent

¢‘ e
4Comb2 Mitrate_loop

Clarifier

CF_influent out_1

FC_waste Sludge_waste

P 4

Slhudge_loop

Figurel5: Représentation sous WEST du modéle Benchmark

Le Benchmark compteadn ¢ ci nq r ®acteurs biologiques er
des nitrates et dbébun d®canteur s ae(bakadsai re ¢

et al. 1991)Le modéle biologique utdé dans les réacteurs est ASMEnzeet al. 1987)

Tous les paramétres du modéle sont les parameétres par défaut proposés par la plateforme
Tornado. De plus, comme dans | e cas du mod
proposé, offrant la possibilité de réaliser des simulations en eédymamique avec des

comportements journaliers typigues dbéune Vv®

Ce mod |l e compte donc 14 variables do®tat
d®canteur secondaire et 14 v arldombedkenry ded 6 ®t a't
la recirculation des nitrates et la recirculation des boues pour un total de 108 variables
doé®t at .

Bien qudil repr ®sente un petit mod | e de st

permet de faire apparaitre les problemes liés aps modeles biologiques.
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33 Technique do®valuation des al gc

3.3.1 Détection du régime permanent

Pui sque ©plusieurs vecteurs do®quilibre dev
permanent de référence (vdiableau5), un criterede comparaison simple est utilisé pour

déterminer automatiquement si le véritable régime permanent est atteint

@& WeE U CQI=

S ’ ’ el
o _Onf '. w”” 2 (102

a1
Ce critére tend vers zéro $mue le régime permanent recherdhs;) est atteint. Si
ddbautres r®gi mes permanents apparaissent,

pui squodoils montreront des valeurs num®rique

3.3.2 Algorithmes du régime permanent

La per f ounmgontleme dudrégime permanent est évaluée de deux facons. Tout
déabor d, par | a convergence au r®sultat sol
modeles testatilisés pour le calcul du régime permanent (Adidgase, Prédatelir Proie,

ASM1) possédent plusieurs solutions acceptables au point de vue mathématique, mais

i ncorrectes du point de vue de |l a re®alit®.
i ncorrecte, l e r®sultat est pire quseges: | 6
ddéerreur pui sque | e second cas sera d®tect

passer inapercu et mener a des calculs erronés par la suite.

Dans un second temps, si plusieurs algorithmes convergent a la solution souhaitée, ils

peuvent étre treentre eux en fonction du nombre de fois que le modele a di étre évalué.

Ce nombre est une repr®sentation de | 6effor
la solution.

Les algorithmes de calcul du régime permampenivent dépenditees fortementl e | 6 e st i md
initial de | a solution. Ainsi, avant de | an

estimation du r®sultat final. Chest ) part
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recherche. Un bon algorithme déterminera bien sOr ladgolution pour une large plage
doesstiinm®i aux. La plateforme Tornado offre
ExpScenSSRoot (pour Expérience de type Scénario de recherche du Régime Permanent par

les racines du modeéle). Cette expérience virtueler pne t de l ancer | 6 a
recherche du Régime permanent a plusieurs reprises en variant les estimés initiaux selon un
schéma prédéfini, que ce soit une variation linéaire entre deux valeurs, une variation

logarithmique entre ces valeurs ou encoresui de valeurs prédéfinies.

333Al gorithmes doi nt ®gr ati on

Les algorithmes doéint®gration doivent dbabo

Bien que des méthodes statistiques existent pour comparer deux courbes (les séries de

Fourier, par exempl voir (Claeys 2008D) , | 6®val uation visuelle
| 6option | a plus efficace. tEenetuheseul acoaon
d®t er mi ner si l a solution calcul ®e par deu:
di verge, | didentification doéun probl me est

Compte tenu du grand nombre dbéal goformé hmes
Tornado et dans la littératuem régime dynamiqu&eux critéres numériques permettent de
différencier deux algorithmes présentant une solution acceptable. Le premier est le nombre
déex®cution du mod | e. Ce crsghdumre esar ihathii
un facteur10® peut étre observée sur un méme modeéle en utilisant deux algorithmes
différents (Claeys 2008b)Il s 6 agi t dans | a majorit® des <caea
préférer un algorithme a un autre. Dans des cas plus rares, deux algorithmes présenteront un
nombre doé®valuation du mod |l e similaire mai
aller du simple a double” cause des calculs intelen®di ai |
temps de calcul peut donc servir de critere pour évaluer un algorithme. Cependant, ce
crit re d®pend de plusieurs facteurs dont |
la plateforme de calcul (exTornado ou Matlab) ou encore le nombre de taches exécutées

en parall | e durant l a simulation. Toutes
nombre dbéex®cution du mod | e comme nees it re

déun al gorithme.
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4 Résultats

Ce chapitre se divise en trois partiea.premiere partie aborde les résultats obtenus avec la
r®duction automatique de mod | e. Pui sque ¢
coupl ®e -~ un i nt®gRkte®vel dPm® gpout hinédocca
section4.1.1 Suivront les techniques utilisées pour simplifier efficacement le modele et

contrdler la solution en simulation dynamique (sectbis?a4.1.4

La section4.2d ®cr i t | es r®sul tats obt enus en ter
recherche du régime permanent. Deux approches ont été expérimentées, soit la

multiplication des équatons d 6 ®t at par wune fonction gaus

de solution dans une zone donmte s v ari abl es doé®t at et | 6 aj
do®t at .
Finalement, compte enu de | 6i mportance du Jacobien,

DIRK, de méme que dans les algorithmes de recherche du régime permanent, des
techniques de dérivation symbolique sont proposées a la sé@idPlus spécifiguement,
des dérivées sont proposées aux fonctionsamatytiques renadrées couramment dans

les modeéles.
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41Al gorithme doéint®grati é6bBIREt 1 ®c

Un al gorithme doi nt ®dragohaledmplicitede KR@hgasuttarde | a m®
(Cameron 1983n été développé pour implémenter des techniques de réduction de la
raideur.Cet algorithme a été choisi comme base des travaux sur la réduction automatique

de modeélgpour son mode de fonctionnement et ses propriétés numériques. En effet, en tant
gudal gorithme i1 mplicite, | 6 al g du Jadobienelu DI RK
modele. Puisque le Jacobien représente un codt élevé de calcul, il devient rentable de

l Gutiliser dans | a technique de Ma®dusct i on
I mportant gubune ®conomie potentielle de
(Cameron 1983)p er met de cal cul er | a solution d e
différentielles et algébrique@EDA). Puisque le but de la réduction de modéle est de
transformer certaines équati différentielles en équations algébriques implicites, un
algorithme capable de résoudre ces équations implicites est esséntiel. n 6 e x i st
actuellement aucun algorithme sur la plateforme Tornado capable de résoudre des systemes
do £DA. F i n adpréétéenonériquds mtsererges aux algorithmes numériques, que

ce soit |l a stabilit® de | a solution ou | a

raides devraient aider a former un algorithme performant.

4.1.1 Algorithme DIRK

Léal gor i t hme icite deaRumgekatth €OIRK) maprend les équations typiques
de RungeKutta (28), (29) et (30) :

@.=®+Q GRE 44 q (103
a1
01
Qo ®@+Q WpP@aq +[ R 44 o (104
@1
Qo= & + @R (109

Les valeurs des paramétidg, cxet Ghsont tirées déCameron 1983)La puissance de cet

algorithme vient de | 6utilisation de param
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i mbri qu®es, soit 7 un ®tage | upey préndredpsi at r e
valeurs successives dea 4 et offrir quatre algorithmes de type DIRK ou chaque solution

per met de calcul er l a solution dbéordre su
successifs de |l a solution et per mettant do

utilisés sonteux affichés a la sectichl.1.6

Léoal gorithme i mpl ®ment® wutilise un mode di
| 6al gorit hme &est g®r ® par une estimati on d
comparant larépors ~ ledorldar er ®poaisle Lolrdqueéré 6erreur
tol ®r ance exig®e par | 6utilisateur, l a sol L

supérieure a la tolérance, le pas est rejeté et une solution appropriée est pieter{rédu

|l a taille du pas et/ ou mise ° jour du Jacob
|l e pas est mis ° jour pour avancer 7 une v
| 6al gorit hme DIRK sur | a pl astpe fro®remed eT olr tnaardt

(Cameron 1983)

Tel gudindi gu® dans | a r evueKutthempliciteg sodr at ur
tr s stabl es, ce qui signifie que m°me = f &
diverge trés peu de la solution exacte, ayant plutét tendance a surestimerestisoersia

solution a chaque pas. Une telle stabilitétpet r e v ®r i fi ®e en compar
solution déun m°me mod | e palaFigdrel6écompalkegor i t |
|l es performances de | 6al gondd% hmed adlgroKr ia vhenoe
performant CVODE de la bibliotheque de SUNDIALS utilisant une tolérance relative et

absolue dd0 2 sur le modeéle Benchmark Simulation Model 1 (B§M1

Ainsi, | 6al gorithme CVODE montre une od®dei at i o1
simulation par rapport ° | 6al gorit hme DI RK.
bi en l e fait de | 6al gorithme CVODE &en rec

tolérance dd.0 °. Ainsi, une figure équivalente afégure16 est tracée avec une tolérance
forte sur CVODEa laFigurel7.
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Figure 16 : Comparaison des performances des algorithmes DIRK et CVODE a faible tolérance
surle modéle BSM1
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Figure 17 : Comparai son des r®sultats de | 6algorith
CVODE a forte tolérance sur le modele BSM1.
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Tandis que | 6erreur aug mEiguteo), lakigurel® montteo | ®r an
gue coO6est bien | 6algorithme CVODE qui di ver
| 6err eur Fagirdlrecsht®el ar deame nt d u puisque dadokérangeo r i t h
est faible. Cependant , | 6erreur reste stabl
donc pas voir appara’ tre de d®rive signific
Les résultats de laigurelémont r ent f i nal ement wune utilisa

le calcul de simulation a faible tolérance. De telles simulations sont souvent nécessaires,
gue <ce soit pour obtenir un esti m® peu <co
| 6ex®cufabphl e c o3t déun nombre ® ev® de si

(ex: MonteCar |l o ou optimisation). Ces r®sultats
contre | 6usage de | 6algorithme CVODE qui
perfomants sur plusieurs modeldgs.n ef f et , en demandant une

10 3, un biais atteignant 15% peut étre obsewisi, a défaut de savoir régler ses
param tres avec soin (° | 6excepti omdedes to
parameétres par défaut peut mener a des résultats divergeant significativement de la solution
exacte. é | 6oppos ®e, | 6al gor i t hme DI RK d®montr

tolérance.

412R®duction automatique doéun mod | e

Cette section esttiréeenmpa i e d gGatnéaa et 4120@9) e

La réduction automatique de modéle est basée sur les trav@Btetfens et al. 1997Elle

utilise les valeurs propres du Jacobien du modéle pour trierées | abl es do6®t at
constantedetemps e besoin de r®duction de mod | e vi
présentant des constantes de temps trés courtes sont les principales responsables des temps
de calculs tres long. Le simple contrble ldestabilité exige normalement que le pas de

temps des intégrateurs explicites (ex m®t hode dKIEtutl ®@r4) Rauomigte de
grandeur de la constante de temps (voir la secdnl.3 pour une description plus

compkte de la notion de stabilité des algorithmes). Ainsi, des calculs de pH présents, par
exemple, dans les modeles ADNRosen et al. 20050u RWQML1 (Vanrolleghem et al.

200)r eposent sur des c o rdslamilsecerslet thaens Réalisgn s d e
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une simulation dynamiqueur ces mod |l es ~ | 6daide dbéun a
temps de calcul prohibitifs. En effe(Rosen et al. 2006pbservent des temps de
simulationsmontrant un facteur de 93 fois le temps de référence simplement en fonction de

I

(@)

i nt®grateur et de |l a forme du mod | e.

Loutilisation doun algorithme implicite i mp
raideur puisque le pas de calcul sera stgi#e importe sa longueuCependant, puisque

la longueur du pas est tout de méme contr6lée par les variables raides, calculer ces
derniéres comme étant au régime permanent permettra de franchir des pas plus importants,

r®dui sant doautcalnCtoelsa @mhargaeaodel eal vari abl

cal cul ®es comme ®tant ~ | 6®quilibre ™ chaqu
—=0 10
0 (106

Lam®t hode doOoHomot opi e 2.p.1.8Best dohcR®nase én marahe sne ct i C
commencgant avec la diagonale du Jacobien. Le lien entre les valeurs propreareiiésv

do®t at est alors automatiqgue puisque chaque
une valeur propre de cette matrice. Par la suite, une contribution de plus en plus importante

du Jacobien est four ni e (107 ol ia estna parameétre s e |

dohomot opi e qui’Q eshala diagonale dd @acobien®t est le Jacobien

original :
O=izQ+ 1 i z'Q (207
Dans sa configuration actuelle, vingt pas sont utilisés pow fi@isser de 0 a 1. Lorsque
1 = 0,05, les valeurs propres d®s o n't |l i ®es aux vari &Qbenhes do
mini misant | a diff®rence entre | a valeur pr

tous les pas suivants, un estimé linéaesla valeur de la prochaine valeur propre est
construit ° partir des deux derniers |iens
sur un modéle relativement simple comme le modéle A$Mlécanteur ponctuel, les

valeurs propres sontlicesalxv i abl es do ®t at Figurel@me i ndi qu® |
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Figure 18 : Evolution des14 valeurs propres sur le modéle ASNI1Décanteur ponctuel en
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La Figure18 montre que les valeurs propres sont tres proches des éléments de la diagonale

et que vingt valeurs intermédiaires sont p&tne superflues. Cependant, sur un modéle plus
complexe comme le Benchmark Simulation Motle(BSM1) comportant 108 variables
do®t at

O6®vol

ut

on

des

v tellque monsré aghigorelP. e s

den

Bien que les liens semblent tous assez bon, il est possible de trouver des zones ou

| 6 al gor ipastadégquatnconare le monadéigure20.
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LaFigure20montre quel ques croisements quienndaur :

ifavait ®t ® augment ®. Cependant , pui sque | e
cl asser | es vari abl es do®t at sel on | eur s

ddbassociation ont | i eues dans umwereurmduitte c | a s
dans | e reste de | 6algorithme.

Lorsque | es variables do®tat sont associ ®es

de trier ces dernieres et de diviser le modele en deuxnsodsles dont le premier sera
constitué des variables lidps et le second des variables lentes. Ce tri se base sur une

val eur maxi male des valeurs propres fourni e

est d®ter min®e en consi d®rant | 0®chell e de
Puisque les valeurs propres sont défities mme ®t ant | 6i nver ste de |
débune r ®action, i est possi teprésentdnela lin®et e r mi 1
entre |l es variables do®tat dites | entes et
de t e mpésAirdip(Hesstv@t etal. 1978 r opose de fixer | a | in
de temps des variables rapidelsa si md¥%atdeoho
mod | e de station do ®gmaimes tequidre habituellemennume o u
information sur | es vhaurei(enbron® &0i)oSRituaetbase ¢ h a g
journali re, une valeur propréi gsot:eptabl e s
! = 500 (108

01zt 0102002

Les équations dites rapides seront alors résolues au régime permanagtue gas par

| 6al gor i thhonuer DsleRKf ai r e, l e mod | e passe do
do£DA. La d®ri v®e des variables do®tat rap
| 6®quation diff®rentielle en une ®quation a

Contrarement a la méthode proposée (Bteffens et al. 199 ui analyse le Jacobien du
modeleseulementau régime permanermu a la méthode proposée atesstvedt et al.

1978)q u i suit | 6®vol ution des const antaemal geset
modéleproposée icest réalisée en contiret ne nécessite aucun accés aux constantes de

temps Ainsi, le Jacobienest@lu !l ® au point doéop®r ady,ipetn i ni t
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est analys® i mm®di atement en ce point. Lo al
variables d®pendant du temps o0o% est rendu |
modele original ou réduit. De plus, des procédures doivent étre mises en place pour

confirmer que chaque r®duction du mod | e ne

solution.

Cette m®t hode gaghne donc en g®n®r alit® p
radi cal ement tout en conservant un | ien entr
et la facon la plus efficace de résoudre le mod&lgrcement dit, réévaluer la pertinence
dodune r®duction per met doacc® ®r ecertainea s ol
variables do®tat d®vel oppent une raideur du
des variables perdent cette raideur, une erreur numérique significative peut apparaitre si
elles sont toujours résolues a titre de variable rapidbieBtsir, le pire des cagertaines

vari ables deviennent raide, ralentissant | €
leur raideur, diminuant la précision des résultats. Dans ces conditions, une procédure

automatique de suivi du modele mordes avantages certains.

4.1.3 Controle de la réduction automatique

Puisque le Jacobien représente une approximation locale du modéle, la réduction basée sur

son ®tude est valide dans | 6environnement
®l oi gnea aucumé&y garantie que | a r®duction
| 6al gorithme DIRK modifi® pour r®aliser | a

distinctes pour éliminer au maximum les erreurs dues a de mauvaises réductions du

modele.

4131 Evaluation r®guli re de | 6®volution du Ja:
Un mod | e r®solu en r®gime dynamique ®volu
cette raison, |l a r®duction doi't °tre r ®®va

simul ati on dy n a taivajeurégulierlprand anoséns particuleed Enreffet, le
temps de simulation nodest pas toujours pro

doune simulation de station dobé®puration, d
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intermittente ou une réach en cuvée peuvent survenir a intervalles simulés réguliers.
Puisque chacun de ces événements sont susceptibles de modifier la raideur des variables
do®t at , un contr*le de | a raideur doi t i da
®v ®n e me n tithme dedrédugianrdu modéle est donc appelé minimalement a
intervalle de temps simulé régulier. La notion de temps simulé faisant référence au temps

gue couvre une simulation.

Cependant , i arrive ®gal ement g leenentdae s cor
ralentir | 6®vol ut i on pabdetdmas trep peatitt Ceardlentissemeatn a v
est g®n®r al ement Sy nony daes ledndodételour réater dueeu r  ap
| 6al gorithme DIRK ne perde triodpe,d el Otad ngposr it
réduction est également appelé a touslgms de temps complétés. Ainsi, si une raideur
apparait, elle sera détectée en au plupas et le modéle réduit pourra la traverser

efficacement.

Le couplage de ces deux controles permet de garantir une évaluation réguliére de
| 6®v ol uti odumddele.l a r ai deur

4.1.3.2 Changement important dans les valeurs propres suite a la réduction du

modéle

Le premier probléme courant tire son origine dans la nature tres locale du Jacobien. Ainsi
sous certaines conditions, des igualocalaties es d &
rapide alors que cette dynamique est typiqguement assez lente. Dans ces conditions, le
processus de r®duction automatique du mod
®t ant rapides et el |l es s er otionthativePpeutorienea s = | ¢

des comportements comme celui présenté-égiare21.
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Modéle Réduit
Modéle Original

Concentration en Nitrates (g/m3)

101

o | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

Temps (jours)

Figure 21 : Courbe de la concentration des nitrates simulée par un modeéle réduit et un modéle

original

La Figure2lmontre | a solution doune variable dbo

Cependant, cet état est dicté par les conditions locales du modeéle plutdt que par la vitesse

intrins que de | a vari abl e udpdofirée estgrandéments i , é
rel ax®e et ndappartient plus ° | a cat®gorie
Comme | O0i Rigure@lue | Barreur indui te par la r®
I mportante si | 6®cHel |l éoddreethps| dbeot &r °t
Un t el cas est d®tect® automati quement par
apr s que | 6éalgorithme déint®gration ait C

Jacobien sont recalculées et le nombre de valeursgsradevées (correspondant aux
variables doé®tat rapides) est compar® au no
Si ce nombre a di minu®, une ou plusieurs v
augmenteet | a r ®ducti onvalui dreo.d U Galngcrsitt hprheu sr e |
pas calculé et recommence avec le modele original. Un cas comme celurigeré&2l

néesd maoxn accept® par | dal gorithme. Par | a

balises données a la section précédente (sedtibi3.). Le fait de résoudre le modele
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durant un court temps ou un faible nombre de pas permet généralement de passer par

dessus la difficulté passagere a un codt de calcul abbepta

4133 Contrtle de | a solution en fonction du

La constantmree dwartieanbplse ddodu®t at changeant tr

menant " une d®gradation des r®sultats de
contrar e me nt " un processus dobéint®gration o0%
contrtler, |l a recherche de | a position doé®q

garantir que la solution trouvée soit la bonne. Ainsi, sur un modele ASM2dnitilime
aération intermittente, donc une concentration en oxygéne dissous variant entre 0 et 6 g/m3,

|l a concentration doéoxyHgue22. a ®t ® cal cul ®e ¢

500

-500 - b

-1000 -

-1500 - M :

Concentration en Oxygéne dissous (g/m3)

_2000 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (jours)

Figure 22 : Concentration en oxygendsdous dans un modéle ASM2d avec la réduction de

modele automatique

La Figure22 montre wune solution acceptable doéun
inacceptable du point de vue de la modélisatienla réalitép ui s qu 6 u ragon conc e
n®gative appara’t. La solution propos®e et

un mod | e r®duit tout changement de sigr

crit re se base sur | e fait qgalenaidadésurdaor i t h|
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simulation de mod |l es biologiques. Pui sque
g®n®r al ement de masses ou des concentration
pas acceptable. Cependant, comme des exceptions pewentsé¢ e r (vari abl e
repr®sentant des contr!l eurs, par exempl e),

mod | e r®duit comportant des variables do®
| 6 ®q U ®Y: on

GZG , O (109

Ici, € correspond au pas ou est rendue la simulation. Si un changement de signe apparait, le
pas est rejeté et le modele original est utilisé pour continuer la simulatiors g u 6 ~
| 6 ®v al u atle suimantel (sectiorbld.]). Si les conditions le dictent, une variable

doé®t at tr av evesle maeéledodgnat uze@®ouwelle réduction pourra étre
exécutée en conservant ce nouveau signe.

Dans | e c aesdissbes dé l&iguxe@dyce controle permet de confirmer que la

concentration en oxygéne demeure positive, comme en faitFajlae23.

I T ; :
7,,\/7,,7,4‘*’”774'7/7/7 /_/_‘_/__,#4“
ar W - L
| / |
A | |
= | |
S 3 | -
> \
< \
5 / |
g \ c Modele| | |
§ | | original |
5 1F \ ~ Modele| | |
? | Réduit | |
{ \
| \
o) \ | B
| | | | | | ‘
0.38 0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 05 0.52

Temps (jours)
Figure23: Concentration en oxyge dissous simulée avec un modéle réduit et le modéle original
Sur laFigure 23, l e premier pic dboxyg ne a ®t® ca

arrivant au second, par contre, un probleme numérique est apparu et le migdthé ar
été utilisé pour passer pdessus cette difficulté.
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414Per formances de | 6al gorithme

Les perf ormances doéun al gorithme d®pendent
algorithme est appliqué. De plus, plusieurs criteres peuvent étre utilisés poureompa
deux algorithmes. Cette section en retient trois

1. Le tempde calculnécessaire pour sirter un modéle,
2. Le nombre de fois que le modéle doit &valuéet
3. Le nombre de pas réalisé par le modéle.

Le premier critere parait a premiere vue le plus ingomdr Cependant, il dépend

®nor m®ment de | 6ordinateur sur | equel | a s
| 6ordinateur (nombre de |l ogiciels ouverts
objectif pui squoi l n.e Lde® preanndb rpea sd 6d®ev all ducart d io
donc un <crit re typique pour ®valuer la p
nombre de pas r®alis® donne un aper-u de | a
cal cul e. Dans | e c@dr me rdtébauln tadlgogqué hind alk g

procédure de réduction, le nombre de pas donne plutdt une indication des performances qui

pourraient étre atteintes une fois toutes les optimisations algorithmiques possibles réalisées.

Finalement, des études oné @ééalisées pour comparer différents algorithmes (@aeys

2008b) par exempl e) . Dans | e ¢ a githrperDE8RK sanat | | a
compar ®e ° l a r®duction automatique sur I
algorithme performant de r ®f ®r enc e, | 6al gor

Les trois algorithmes sont testés sur deux modeles, soit le modele ASU et le Benchmark
Simulation Modé 1 (BSM1). Le modéle BSM1 est intéressant de par sa taille (108
vari abl eu codeSpBridatx)petits modeles représentant des usines. réelles
second mod | e wutilise moins de variabl es

contrbleur (aér@n intermittente).

4.1.4.1 Modele ASU

Le modeéle ASU utilise une tolérance relative Ik # sur les algorithmes DIRK avec et

sans réduction automatique du modelel@t® sur les tolérances absolue et relative de
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| 6al gori t hme CVODE pour minimiser | a d®viat
r®dui t consi d r e umtant repide $i aabvhleur pdopr® assotiée esb mme
supérieure 2100@6i X, soit une constant de temps doer
Le premier résultat de cette simulati@ableau7)e st que | 6al gorithme D
cingfoispl us | ent que | 6algorithme de r ®f ®rence
®gal ement dans | e nombre dbéappel du mod | e
de ce mod | e pr®ci s, | 6i nt ®r ° t doutiliser
lorsque des simulations a faible précision smteptées | 6ut i | i sati on de |
peut offrir une meilleure stabilité de la solution a un colt de calcul comparable a
| 6al gor it hme CVODHableaud MAinnes il,e "mofnatirbel € et ol ®r :
DIRK offre des performances comparables 7 |
Tableau7:R®s ul tats sur |l e mod | e ASU pour pbubal gor i
| 6al gorithme de r ®f ®rence CVODE
DIRK DIRK + Réduction CVODE
_Temps de 46 109 9
simulation (s)
Nombre
dé®val ua 1961 434 3595 127 381 043
modele
Nombre de pas 101 244 59 519 225 000
calculé

Tableau : Résultats sur le modéle ASU avec l'algoritHbiBK a deux tolérances différentes

DIRK

DIRK

Tolérance =10 4

Tolérance =10 3

_Temp_s de 46 12
simulation (s)
Nombre
doé®val ua 1961 434 447 842

modéle
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Nombre de pas

p 101 244 27 324
calculé

La réduction automatique de modéle médoacaune dégradation importante des temps de
calcus.En ef f et , dans sa version original e, | O
évaluations du modéle par pas tandis que la réduction automatique en requiére en moyenne
60,9. Ainsi, en ne considérant quenl® mbr e doé®val uati on du mod |
devienne intéressante et présente un intérét, le nombre de pas doit étre au moins six fois

plus faible sur le modele réduit que sur le modéle original.

Dans son implémentation actuelle, la réduction rdadéle requiére des évaluations
suppl ®mentaires dbéabord pour contrtler | a s
avant et apr s |l a r®duction puisque <cette
Jacobien, donc de 30+1 évaluations suppl@airese var i abl es .[defppRd, lat pl u
mod | e ASU r®duit automat i gue me rlés matierest ent |
fermentabless_F, | 6oxyg smet di &34 & déclarées rapides selon le

point doéoop®rati on.

Bi en quiet hinbea IDgJloRK soit capabl e de solutionn
second systeme pose une difficulté supplémentaire. En effet, une méthode d&Ritege

construit la solution a un pas en calculant la somme pondérée des pentes en différents

points €quation (28)). Or, les variables algébriques ont une pente nulle par définition

%:0. 1 est donc i mpossible de calculer I
pond®r ®e des pentes. Le mieux que | 6dalgori't
déexcel |l ent s NésmoingniRfgut generalémert denquate itérations de

NewtonRaphson pour trouver la solution finale des équations algébriGessitérations
n®cessitent | 6®valuation du Jacobien des vz

quatre a seize évaluations supplémentaires du modélagar p

4.1.4.2 Modéele BSM1

Le modéle BSM1 est calculé en imposant une tolérance relativéOde sur les

algorithmes DIRK avec et sans réduction de modele. Lorsque la réduction de modele est
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permise, la limite entre les variables rapides et lentes se situe a 100D, jsoitsequivalant
une constante de temps ddoehgoronh®m@ GE¥ODE

imposé une tolérance absolue et relativé@e pour éviter toute divergence des résultats.

Tableau9 : R®sul tats sur |l e mod | e BSM1 powaur | 6al gc
| 6 a thmeode riéférence CVODE

DIRK DIRK + Réduction CVODE
_Temps de 44 103 14
simulation (s)
Nombre
dé®val ua 956972 6639 413 498 761
modéle
Nombre de pas 94443 90 113 246 712
calculé
Le Tableau9 montre que dans sa versianct uel | e, | 6al gorit hme DI
fois plus de temps ©° <calculer I a solution (
|l e fait que | e temps de simulation soit troc

du modele ne dépassespa | e doubl e du nombre doé®val uat
CVODE montre que | 6algorithme DIRK doi't fo
®val uation de mod | e. Caitr ®gubkt dtbabgoexpt hi
r®soudr e | us qgeunés'e ntpu et rded ®fqauiag i lotns al g®bri qu
(29). Ainsi, les opérations matricielles (calcul du Jacobien, décomposition LU, etc.)

r®al i s®es par | 6algorithme sont tr s import

La réduction automatique du modélemtre cependant une dégradation significative des

résultats. En effet, les temps de calcul sont plus de dix fois plus importants que ceux
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n®cessaire ° | 6al gorithme de r ®f ®r ence CVO
tr s I mposant mond trieonqudank 6 @lpgarm t hme est
suppl ®mentaires sont principalement dus = |
109 évaluations du modele chaque fois. De plus, le modele réduit résout entre 30 et 33
®quations do®tatchago®qpabi bOr ces ®quati ol
solveur interne pour la solution final8auf que contrairement au modele ASU ou seules

une a trois équations algébriques devaient étre résolues, devoir trouver la solution
simultanée a 30 vai abl es exige | a g®n®r ation dbéun J.
deux seules iIt®rations sont n®cessaires pou
sont requises uniquement pour les besoins du Jacobien a chaque pas, ce qui couvre

| 6esdentliaeldi f f ®r ence entre | e nombre doé®val

évaluations par pas pour le modele original contre 73 pour le modeéle réduit).

Le nombre de pas reste du méme ordre de grandeur entre la solution du modele complet et

du modée réduit. En supposant que ces pas aient une grandeur moyenne constante, le pas
moyen couvre environ 13 secondes, soit une
déint®r°t de 90 secondes. De tels r®deultats
a tr s peu de potent i eddiressans éldnends susceptibldseles s i |
d®gr ader |l es performances devaribbles treg caidéest h me
comme le calcul du pH ou des conditions de sorption/désorption pantesiruit dans les

entrées, contréleurs particuliers, etc.).

4.1.5 Discussion surl 6 al gor i t h meda r&uctK aummatigees r

doun mod | e

Dans sa forme actuelle, | a r®duction aut oma
modele. En effet, lestacul s suppl ®ment aires requi s par
Cependant, sur des modébssezraides un modéle réduit pourrait démontrer son intérét.

Les r®sultats obtenus sur | e mod | e ASU mol
de pas de teps six fois plus importants ou plus, le modele réduit sera avantagé par rapport

au modéle original.
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L6éal gorithme DIRK doit ®galement justifier

performants comme | 6algorithmel BRENODBesDarmps
appropri® | orsque | derreur ne peut °tre tol
tres important. Cependant, a tolérameeindre | 6al gorithme DI RK mon
performances, n®cessitant |dad gpempsemede C¥@bD
pour aut ant , afficher une d®rive des vari :
pour quaoi i est recommand® doéutiliser | 6 a

tolérancemoindre sont acceptables

En conclusion, il faut ioer que | es travaux sur | 6al gor |
automatique doébun mod | e sont des travaux e)
travaux ne sont pas complétés. Des percées majeures peuvent donc encore étre espérées.
Not amme n st, possblie ide déeelopper des techniques de calcul du Jacobien
symbolique (voir sectiod.3). De plus, la décomposition LU est a la base de toutes les
op®r ati ons matricielles sur | 6al gortét hme

i mpl ®ment ®e, mai s devrait | 6°tre pour pouv

décomposition sans avoir a recalculer le Jacobien en entier.



4.2 Etude du Régime Permanent

4.2.1 Régimespermanentsd e s

mod |

es 7 |
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O®t ude

Des trois modeles étudiés en régipermanent (Prédatel Proie, Acidel Base, ASM},

un seul peut étre résolu sans probleme par les algorithmes dispauibliesplateforme

Tornado(algorithme de Broyden etigorithmeHybride), soit le modele PrédateuiProie.

Les modéles ASM1 et Acidi Ba s e

Broydendécrit dangPress et al. 1994) env o i e

pr ®sentent

un code

un

détectéet andi s

singularité

N®anmoi

que

ns,

chaque

| 6al gori t hme

mo d

doerreur

Jacdebi en S

q-

sdlytionr matbee lat ent e

]l e

pr ®sent e

possibledu point de vue mathématiqu€es résultats sont présentés diableau 10,
Tableaull et Tableaul2.

TableaulO: Régimes permanents du modeéle PrédatPuoie

Population de Population de
Proie Prédateur
(nb. dbé (nb. dobi
0 0
110 000 0
48095 619

Tableaull: Régimes permanents du modeéle Aci@ase

o 00 0'Q
(mol/L) (mol/L) (mol/L)
1.27x 10 7 7.83x 10 8 492x 10 8
-1.27 x 10 7 783x 10 8 492x 10 8
387 x 10 10 258x 10 °> 258x 10 °

pl



Tableaul2: Quelques régimes permanentsslodéle ASM1 et Décanteur ponctuel
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S_ ALK|S ND| S NH|S NOISO| SS [XBA|XBH |XND| XP X_S

@ | @ | @ | @ | @ (9) (9) (9) (9) (9)

9593 824,9 4953 5741 7001 9197 10147 67003 43,22 315 471

9231 |-28,30 323,3 111084/7531/115481/11332| -5028 | 1865 | 848 | 18204
3789 -18,15 -38132 48808 4330 11559220286 -5053 1864 854 « 18219
9280 2606 278,8 10353 7591 133351 11159 -4861 4,614 853 @ 45,07
3739 2621 -38882 48763 4332 133477 20275 -4885 4,66 859 . 45,66
7565 2623 -11180 22903 962,2 11091 17142 379735 -48060 13165 -539743
9350 2674 3457 12550 1187 11057 14474 429961 -55705 14770 -626199

Si le modele Prédatelir Proie possede trois régimes permanents ayant une signification

physique, il en va autrement des dewtres modéles. semodéles Acidé Base et ASM1

ne

poss dent

gubdune

seul e

s ol

uti on

avec u

concentration négative ne correspond a aucune réalité physique. La seule solution

acceptable pour ces deux modeéles est tbbpeemiére présentée aliableaull et Tableau

12. Les autres solutions sont des artéfacts mathématiques qui résolvent le systéme

do®quation,

Les valeus

initiaux de base (voiMatériel etMéthode section0) et en faisant varier les estimés
di s do 1@a3eS0 ™) etada t r e

la matiére organique soluble (S_S) erftfe Qa3 et 100 "G & 3. Bien que ces estimés

initiaux des concentrationsd@b x y g ne

mai s

qui

ndoof frent

auc

une

nfor

do®qui | i bTableauld ahti étgcaicalées en wtilisant les estimés

initiaux soient des valeurs acceptables, tous les algorithmes montreront de meilledes tau

convergence lorsque les estimés initiaux sont proches des solutions. De plus, les

concentrations en matiere inerte soluble (S_I), en matiere inerte particulaire (X_I) et le
Hbcaul2 ppisgu 6 a1 6 chh®@d

v ol

l 6®quilibre

ume

ddoeau

ne

atteint.

xwnstant

Ces différentes solutions sont obtenues en faisant varier les estimés initiaux donnés a
MI NPACK. |

| 6al gori t hme

Hybri de

de

converger vers la solutiomd 6 i nt ®r ° t .

automatiques du modéle ont été proposées.

Cbest

dans

I est cl ¢

ce

but
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4.2.2 Résultats sur les algorithmes disponibles et modifications apportées

Tel que vu dans la revue de littérature, les algorithmes de Broyden et Hybride sont tres
similaires. lls utilisent tous deux les dérivées des équations différentielles nécessaires a la
construction de la matrice Jacobienne, ils décomposent cette derniere par la méthode dite
QR et ils cherchent a minimiser les résidus des équations diffélenti€ependant,

| 6al gorithme de Broyden wutilise | a techniqg
| 6al gorithme Hybride de Il a biblioth que MIN
de confiance couplée a la technique du zigzag-leggen anglis). Pour les modéles

simpl es, | 6al gorithme de Broyden offre des
Cependant, lorsque le modeéle est tres-limaaire, la technique de la zone de confiance

permet decontréler la progression de la solutionfenction de la nodinéarité du modele

Les deux algorithmes dans leur version originale sont donc testés sur les trois niadeles.
sensibilité des algorithmes aux estimés initiaux fait en sorte que plusieurs tentatives se
sol dent par uhme®rethéehec pduesuriedirapbug ademamntbreuses raisons.

Les plus courantes sont une vari abNotea do®t a
Number», INF «Infini e ) r®sul tant dobune division par
simplement une convergence ¢ p l ent e aux y e ux de | 6al goc

gudaucune solution ne peut °tre calcul ®e.

renvoi e guodoun code doerreur. La seul e i ni
| 6al gor it hme. Daest | ebes i g@sebt gagtus dcG@e wvr e u |
ddéo®chec.

4.2.2.1 Résultats des algorithmes sur le modéle PrédateiurProie

Les algorithmes sont évalués en faisant varier les estimés initiaux des populations de
prédateurs et de proies entre 0 et Q00 pour é&s proies et entre O et 1000 pour les
prédateurs avec vingt valeurs espacées également dans ces intervalles, pour un total de 400
évaluations. Ces calculs ont été réalisés sur la plateforme Tornadod ai de de | 6e»
virtuelle de typeExpScenSSRoot. L e d ®t ai | de | 0exp®rience vi
retrouve d Amnexe BDans ces conditions, |l e nombre dbo
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est comptabilis® de m°me que | e nombrye moye

converger.

Tableaul3: Performances des algorithmes Broyden et Hybride sur le modéle Préditeier

S Nombre moyen
Algorithme Usa,(’urﬁl)f’x‘)'m’tsufrl Cﬁuﬂ do®val uat
0 €A o) QD i (30 du modéé
Broyden 400/400 22,35
Hybride 400/400 19,76

Ainsi, sur un modele simple comme le modele PrédateRroie, les deux algorithmes
convergent sans probl me peu importe | 6alg

légérement plus lent, mais la nuameste tres faible.

Il est également possible de visualiser les solutions ou ont convergés les algorithmes en
fonction des estimés initiaux. L&sgure 24 et Figure 25 montrent les tendances générales

deconvergence en fonction des estimés initiaux.

bnoooooooooooooooonoA
bolDnoonoooooooopnn
ponnnnnonoononnooonnn
bolnnoNoOOOOOOOonnnA |
T T T T T T T T T LT T-T-T-7N
pboonnnODOOOOOOOOOOODA
boonnnOOOgoOOOnOnnAA

pooonnOnOOONOOOOOODAAA
booonnnOOOOOOOOODAAA
pboooonnnOOOOOOONAAAA
pboooonnOOOOOOOODAAAA
AL Ad-1-1-1-1-1-1-1-]-]

A 0,0
. “ooomnononOanOOOOOOnAA ross. 61
s _oooonmOonOOOOOOOOOAAA ,
s 90 110000, 0
3

Erreur
Régimes permanents

o=*pHoo

___________

..................

Figure 24 : Algorithme de Broyden et convergence vers les différentes solutions, modéle

Prédateui Proie
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booooooooooooonoooooA
bnooooooooooooooononA |
bnoooooooooooooooonoA

bonnDDooONNoOOOoOonDA
bonInoOnOOOOOOnonnAA

bonNDNONOONNONOOONOAA
bonnnnnnOgoooonoonAA

. “oonnnonODEOOOOOEOAAA : 0.0
2 _oondoooOoOOOOOOOOOAAA A 48095, 619
g oooloODODONOOOOOOOAAA 110000, 0
« oooONODOOOOOOOOOOODAAAA | | © Ereuw
YYYY T T T T T T T T T - 7YVVN O Régimes permanents

pbooonNNOOOOOOOODAAAA
AL Ld-d-1-1-1-01-1-1-1-]-
poooonNNOOOOOOODAAAAA
pboooonnnOOOOOODAAAAA
pooooonNONNOODAAAAAA
pooooonnnOOOOAAAAAAA

s M- dsHsHsRsy=g=g=g=r W W K K 9

2 4 6 8 10
Proie X 104

Figure25: Algorithme Hybride et convergence sdes différentes solutions, modele Prédateur
Proie

LO®tude de ces figures montre un comporteme
et Hybride. Les deux figures présentent des zones de convergence distinctes pour chaque
solution. Il est donc pesi bl e ddéobserver que |l a solution

tr s fortement des valeurs des estim®s init

4.2.2.2 Résultat des algorithmes sur le modele AcidieBase

Pour travaille avec le modéle éidei Ba s e , il f a wer cods@érdblemedtles e n f o
seuils de toléranc&En ef f et , l a tol ® ance par 1d&faut d
De plus, |l e crit re déarr°t de | 6allgOri t hme

Bomax 1,6 @2 '@

052 B

"¢ GEGQ (110

Compte tenu de |l a division de | 6erreur par
mod | e pr®sentant des variables do®tat dobar
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Base n®cessite | 6usage dobéune toBda®eestpasée tr s
alo 1.

Puisque le modéle acileb ase conti ent trois variables dbé
seules les estimés initiaux des concentrations des@nstU'O sont vari ®s. L
initial de la concentration de la molécuiléQ est girdé constant &x 10 °. Cette valeur
correspond © | a moiti® de | a concentration

cr®di ble en consi d®rant un mangque doéinfor ma

La formulation du modele AcideBase retourne unmessag d 6 er r eur | or sque
de Broyden tente de | e r®soudre ° cause de

sur la charge, donnée dard ® q U99)t estaime équation algébrique implicite.

0="0+0Q@ 0O +da& (111
Puisque | es algorithmes de Broyden et Hybri
pour |l esquelles |l es ®quations (Wiedtdcsant i el |
|l a forme de | 6®quation diff®rentielle doun

parvient pas a résoudre ce modéle parce que toutes les dérivées partielles par rapport a cette
variable fictive sont nulles, ce qui génére un Jacobien simgulie Et pui squbune
singuliere est synonyme de systtme sb@®t er mi n ®, | 6al gori t hme
gudaucune solution satisfaisante ne peut °
pouvant étre indéterminée est cette variable fictive agouté L 6i nd ®t er mi nati o

aucunement une contrainte a la solution du modeéle.

Léoal gorithme Hybride est plus flexible dan:
un tel systéme et retourne les résultats affichés-lae26.
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Figure 26 : Algorithme Hybride et convergence vers les différentes solutions, modele Acide

Base

Il est possible de tirer quelques conclusions d&ifmre 26. Tout

le$ @sdihés r d ,

initiaux convergeant verda solution physique "% = 1.27x 10 ) semblat assez

uniformément distribués bien que plus présenttours de sa solution finale. La solution

inverse 0 =

pour justifier sa pr®sence de

appliqu®e

Finalement la troisieme solution§ =

1.27 x 10 7) est présente, mais elle est trés peu uniforme. Une hgsothe

mani r e aus

| 6esti m® p alutionldédzarie deoconvergbneee f as s e

3.87 x 10 1%) semble posséder urmone de

convergence assez bien définie aux estimés initiaux trés faibles de S _H et trés élevés de

S OH.

Le

grand nombre dobéexp®rience

avort®e est pr

mod | e. En effet, pui squeer tc edtanes viaer i mdd el en,

Hybride lui donne des valeurs quasi aléatoires qui varient eritf@4 x 102 & 8,46 x
10%.

u

ne

Bien que ces val

eur s

ndbaffectent pas | e

val eur oblige r®guli rement

| 6al gorit hm
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4.2.2.3 Résultat des algorithmes sur le modéle ASM1

Le modeleASM1 préser¢ une complexit® telle quodil es
r®sultats du r ®gi me per manent |l orsque tout
final e. En effet, S i |l es quatorze wvariable

comme atimé initial, pour tester toutes les combinaisons possibles, il faudrait 16384 essais
distincts 24). Puisque le modéle ASM1 est généralement bien connu de ses utilisateurs, il

a été décidé de ne varier les estimés initiaux que par paires pour anlélimibilité. Les
autres variables d6®tat sont gard®es ~ des
du régime permanent. Ces valeurs sont affiché@ableaul 4.

Tableau 14 : Variables dtat du modele ASM1 et décanteur ponctuel. Valeurs au régime

permanent et estimé initial fourni aux algorithmes de calcul du régime permanent.

Valeur au Va',et.” au E;ti_mé
Variable Régime Regime m[ual
d 6 ®t § permanent perrpsnent (9
0 =
H20 1e+009 1e+009
S ALK 95936 9,593 9000
S | 10000 10 10000
S ND 824923 0,824 800
S_NH 495313 0,050 50
S _NO 574104 5,741 5000
S O 700152 7,002 7000
S S 919703 9,197 9000
X _BA 101477 10,148 10000
X_BH 670035 67,004 67000
X | 10000 10 10000
X_ND 432298 0,0432 40
X P 315223 3,152 3000
X S 471,74 0,472 400
Encore une foi s, | 6i d®e g®n®r al e est de do

soient si prochesdelaal eur finale ndest pas un probl
l es r®sultats qui sui vent pui squben wvarian
faire diverger | a solution finale de fa-on

dga a leur valeur finale | a ma H&Og et ldsdcengposés (inertes solubl&s I} et
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nonsolubles X_1). Ces choix sont logiques puisque le modéle ASM1 ne génére ni ne

consomme aucun de ces compos®s. Leurlesf oncti
entr ®es et |l es sorties. Il est | ogique quboba
Le Jacobien du mod |l e calcul ® paracaudeadl gor i t
volume fixe du mod | e. Ai nsie, dlo@@qu gtri®sre nd i

réacteur est donnée par

~

= 0¢ Ogs (119

’ erj
(03]

Et pui squdéun volume fixe implique que | e
| 6 ®qg u(adlp ied nulle en tout temps, de méme que toutes ses dérivées partielles

présentes dans le Jacobien.

Cefatemp°che | 6utilisation de | 6édalgorithme de
du mod | e. Les r®sul tats ser oybride. Deoptug tell e f a |
guoindi qu®.2” I|leaaercdamme de sol utions possi
toutes | es afficher . Coé(éaation(pld)est gonstrie powurn e f o n

estimer la distance entre la solution calculée et la solution réelle.

1

@& WeE U CQT=

4 . . el
sog_wms (113

a1
Les résultats sont donc triés en trois catégor@six convergant a la solution ayant un

sens physique indiquée dableauld, ceux convergeant a une autre soludichée au

Tableaul2 e t l es exp®riences qui retournent un
Pour |l es m°mes rai sonBaga,kb alve ct dle®rmomdc d ed AArc
Hybride doit étre trés serrée pour offrir une convergence acceptable. En effet, tel
quoi ndiTaplea®l4,a ui | ndy a p aees dagrandeurs dnge ldplus t o]
grande variable do®t at anent Ailsiaunetblérancedée®i t e a L

per met dbébesp®rer que | 6algorithme ne sodarr?®
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Pour il 1l ustrer IgerithmepHybrifieplesrastimés emitauxddes véaridbses
d6®t at X_BH et X_S 18% &x 10%paur X B et10°s 0P polira p | ac

X_S selon une échelle logarithmique.

Figure27 : Algorithme Hybride et convergee vers la solution souhaitée ou non, modele ASM1

et décanteur ponctuel.

Encore une fois, la zone de convergence est trés facile a visualiser. Cependant, dans

| 6anal yse des r®sultats, i faut noter que
solution est bel et bien celle souhaitée (voir équatlibbld et le chapitre Matériel et

Méthode 3.3.1) donne des résultats oscillant ent@ ® et 10 4. Bien que la fonction

objectif utilisée sagi di f f ®r ente du crit re doé@rj°t de

tiré de la revue de littérature), les deux critéres doivent tendre vers zéro lorsque la solution

est trouvée. Un écart de pres de six ordres de grandeurgentl a t ol ®r ance de
Hybride et | a fonction objectif signifie dec
nbest pas i d®al T péanteurpoectueshod | e ASM1

Ces observations militent donc en faveur de plus de flexibilité au nideaucritéres

doéarr °t. De pl us, compte tenu des faibles
Broyden et de | 6al gor i t h mePrdityebdes préormanges | e
i nacceptables de | 6al gor it Isrests (Acidded Basoegtden s



