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Résumé 

Les mod¯les math®matiques servant ¨ simuler le comportement de stations dô®purations 

représentent un outil puissant pour concevoir une nouvelle installation ou prédire le 

comportement dôune station dô®puration d®j¨ existante. Cependant, ces mod¯les ne 

fournissent aucune information sur un système particulier sans un algorithme pour les 

solutionner. Il existe actuellement un grand nombre dôalgorithmes dôint®gration capables de 

calculer la solution dôun mod¯le avec pr®cision. Cependant, les temps de calcul en jeux 

repr®sentent toujours lôun des obstacles ¨ une utilisation extensive des mod¯les. Deux 

approches permettent de r®duire les temps de calcul, ¨ savoir lôutilisation de mat®riel 

informatique plus puissant ou le développement de logiciels et algorithmes plus 

performants.  

Lôobjectif principal de ce m®moire est de proposer une troisi¯me voie, soit la simplification 

automatique dôun mod¯le sur la base de ses valeurs propres. Le Jacobien, une 

approximation locale du mod¯le, est utilis® comme base de lô®tude des valeurs propres. Une 

m®thode dôhomotopie est ensuite utilis®e pour maintenir le lien entre les valeurs propres et 

les variables dô®tat dôun Jacobien simplifi® ¨ sa seule diagonale aux valeurs propres du 

Jacobien entier. Puisque les valeurs propres représentent une approximation valable de la 

dynamique des variables dô®tat dôun mod¯le, il est possible de trier ces variables dô®tat sur 

la base de leurs valeurs propres associ®es. Les variables dô®tat pr®sentant une dynamique 

tr¯s rapide par rapport ¨ lô®chelle de temps dôint®r°t seront alors consid®r®es comme ®tant 

toujours ¨ lô®quilibre, ce qui permet de négliger leur dynamique transitoire et donc 

dôacc®l®rer la r®solution du mod¯le. Cette simplification est r®alis®e ¨ lôint®rieur dôun 

algorithme dôint®gration de type Diagonal Implicite de Runge-Kutta capable de résoudre 

des syst¯mes dô®quation différentielles et algébriques.  

Ce m®moire sôattaque ®galement ¨ un cas particulier de la simulation, soit le calcul du 

régime permanent. Ce calcul peut être réalisé par des algorithmes performants ne 

recherchant que les valeurs des variables dô®tat mettant ¨ zéro les équations différentielles. 

Ces algorithmes sont cependant peu fiables puisque toute solution mathématique est jugée 

valide, peu importe la r®alit® physique. La solution propos®e est lôinjection de connaissance 
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sous forme de bornes aux valeurs que peuvent prendre les variables dô®tat. Des ®quations 

algébriques implicites sont construites automatiquement sur ces bornes pour forcer la 

convergence dans lôintervalle voulu. 

  



iii  

 

Abstract 

Mathematical models used to simulate the behaviour of wastewater treatment plants are a 

powerful tool to design a new plant or to predict the behaviour of an existing plant. 

However, these models do not provide any information without an appropriate numerical 

solver. Literature provides extensive libraries of algorithms able to solve models with 

precision. The problem is that computation times are still restraining the use of models. 

Two approaches allow to reduce computation times, the use of more powerful computers or 

the development of more efficient software and solvers.  

The main objective of this thesis is to propose a third option, the automatic simplification 

of a model based on the analysis of its eigenvalues. The Jacobian, a local approximation of 

the model, is used as the basis of the eigenvalue analysis. A homotopy method is then used 

to maintain the link between the eigenvalues and the state variables from a Jacobian 

simplified to its main diagonal to the eigenvalues of the full Jacobian. Since the eigenvalues 

are a valid approximation of the dynamic of the state variables of a model, it is possible to 

sort the state variables according to their associated eigenvalues. State variables that can be 

stated fast according to the scale of time of interest are then considered as being at steady 

state all the time, allowing to neglect transient effects and to fasten the model resolution. 

The proposed simplification is done inside a Diagonal Implicit Runge-Kutta solver, which 

is able to manage differential-algebraic equations. 

This thesis also works on a specific case of model analysis, the steady-state solution. 

Powerful solvers exist that are looking for state variable values that nullify the differential 

equations. Unfortunately, these solvers cannot be considered reliable since any solution is 

considered valid, bypassing physical reality. The solution proposed to improve the 

reliability of these solvers consists of injecting knowledge regarding boundaries to the state 

variables (e.g. concentrations cannot be negative). New implicit algebraic equations are 

then automatically built with these boundaries to force convergence of the solution to a 

value within the acceptable range.   
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1 Introduction  

Les mod¯les math®matiques pour pr®dire le comportement dôusines de traitement 

biologique dôeaux us®es deviennent de plus en plus répandus. Si des modèles standards 

comme les suites de modèles de boues activées (Activated Sludge Models) ASM (ASM1, 

ASM2, ASM2d, ASM3, etc) (Henze et al. 2000) ou de digesteurs anaérobiques (Anaerobic 

Digester Model) ADM (Batstone et al. 2002) sont bien compris par les experts en 

modélisation, leur solution reste un processus numérique requérant des ressources 

informatiques importantes. 

Lôun des objets math®matiques les plus utilis®s dans le calcul de la solution dôune 

simulation num®rique reste le Jacobien. Tel quôil sera vu plus bas, le Jacobien est une 

matrice des d®riv®es partielles des fonctions dô®tat par rapport aux variables dô®tat. En 

pratique, cette matrice se veut une approximation du modèle autours du point où elle est 

calculée. Puisque la manipulation du modèle complet est techniquement fastidieuse, 

lôanalyse de son approximation peut fournir une grande quantit® dôinformation. 

Lôinformation dôint®r°t dans le cadre de cette ®tude concerne la r®partition des diff®rentes 

dynamiques des variables dô®tat. Cette analyse est d®j¨ présente dans la littérature. 

Cependant, elle est habituellement réservée à une analyse à priori du modèle ou encore 

r®serv®e ¨ des cas particuliers. Aucune m®thode g®n®rale nôappara´t dans la litt®rature 

consultée.  

Cette étude utilise donc comme point central lô®tude du Jacobien. Les valeurs propres de ce 

dernier seront analysées dans le but de séparer les équations différentielles originales en 

deux sections distinctes en fonction de leurs dynamiques propres, soit les variables rapides 

(associées aux valeurs propres élevées) responsables des longs temps de calculs et les 

variables lentes (associées aux valeurs propres lentes). Une telle séparation permettra, au 

niveau de lôint®grateur, de r®soudre diff®remment chaque section. Ainsi, les ®quations 

rapides, responsables de la raideur du mod¯le, seront r®solues comme ®tant ¨ lô®quilibre 

tandis que les variables lentes seront résolues de manière classique. La Figure 1 résume les 

liens entre les différents éléments de la recherche. 
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Figure 1 : Lien entre le modèle, le Jacobien, lôanalyse du mod¯le et les diff®rents algorithmes 

numériques 

1.1 Régime dynamique 

Le r®gime dynamique dôun mod¯le permet dôobtenir les variations temporelles  des 

variables dô®tat et, ce faisant, dôy inclure des entr®es dynamiques. Par exemple, les 

variations journali¯res dans la charge polluante ¨ traiter ¨ une station dô®puration. 

Malheureusement, si la solution analytique à un problème est toujours la même peu importe 

les outils mathématiques utilis®s pour sôy rendre, il nôen est pas toujours de m°me avec les 

techniques numériques. (Seppelt et Richter 2005; Seppelt et Richter 2006) ont démontré 

quôavec un simple mod¯le Pr®dateur-Proie construit sur les préceptes de Lotka-Volterra, 

trois solutions dynamiques pouvaient °tre obtenues selon lôalgorithme utilis®, soit : une 

divergence des variables dô®tat (leur valeur tendant vers lôinfini), une mort de tous les 
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prédateurs ou encore le schéma habituel cyclique et déphasé entre les populations de proies 

et de pr®dateurs. De plus, toujours selon le choix de lôalgorithme dôint®gration et le choix 

de ses paramètres initiaux, la durée du cycle pouvait varier du simple au triple. Dans un 

monde idéal, la solution ne devrait ®videment pas d®pendre de lôalgorithme, mais bien du 

modèle et des paramètres utilisés.  

Un tel comportement illustre la nécessité de bien choisir un algorithme et de bien le régler. 

Pour le programmeur qui d®veloppe lôalgorithme, le message encore plus important est de 

sôassurer de fournir suffisamment dôinformation sur les param¯tres de lôalgorithme pouvant 

°tre modifi®s. En effet, lô®tude de (Seppelt et Richter 2005) montre bien que les paramètres 

par d®faut ne seront pas suffisant pour un mod¯le complexe, dôo½ la n®cessit® dôune 

documentation claire et abondante.  

De plus, (Cameron et Gani 1988) et (Claeys 2008b) rappellent que les utilisateurs 

dôalgorithmes dôint®gration ne doivent pas °tre des experts en m®thodes num®riques pour 

lancer des simulations dynamiques. Les paramètres modifiables des intégrateurs devraient 

donc être gardés à leur plus simple expression ou une aide complète sur les différents 

paramètres de lôint®grateur doit °tre offerte ¨ lôutilisateur (Claeys 2008b). 

1.2 Régime permanent 

Le régime permanent est un cas particulier du régime dynamique où les entrées sont 

constantes et o½ les variables dô®tat ne pr®sentent aucune variation dans le temps. 

Lôavantage du r®gime permanent vient du temps de calcul minimal n®cessaire pour obtenir 

une solution comparativement aux solutions en régime dynamique. Malheureusement, en 

pratique, il existe peu dôalgorithmes permettant de calculer ce r®gime permanent de faon 

sure pour les mod¯les typiquement utilis®s pour la mod®lisation de stations dô®purations. 

En effet, la taille des modèles couplée à la complexité et à la non-linéarité de ceux-ci 

génère souvent des réponses multiples mais correctes du point de vue mathématique dont 

seulement quelques unes possèdent un sens physique. Cette profusion potentielle de 

réponse est en partie causée par le fait que les contraintes sur les variables dô®tat ne sont pas 

appliquées lors de la recherche de la solution. Lôexemple le plus fr®quent ®tant de retrouver 

des concentrations n®gatives (ce qui ne signifie quôun ®chec de lôalgorithme).  
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Lôusage le plus courant du r®gime permanent dôun mod¯le est pour la conception et le 

dimensionnement dôune future station dô®puration. Lôing®nieur peut alors modifier la 

configuration de base de la station jusquô¨ ce que les r®sultats lui semblent satisfaisants.  

Cependant, déterminer le régime permanent efficacement est également nécessaire dans 

plusieurs protocoles pour garantir une reproductibilité des résultats obtenus en régime 

transitoire. Ainsi, (Copp 2002), dans le modèle BSM (pour Benchmark Simulation Model) 

exige que les valeurs initiales des variables dô®tat soient les valeurs du r®gime permanent 

lorsque les entrées sont constantes. Un autre cas important dans lequel le régime permanent 

intervient est dans des modèles mathématiques possédant des équations variant à des 

vitesses très différentes. De tels modèles sont dit raides (ou « stiff » en anglais). Puisque la 

vitesse de résolution de la grande majorité des intégrateurs (algorithmes capable de 

résoudre une simulation en régime dynamique) dépend de la raideur du modèle, une 

technique de r®duction de mod¯le comme lôApproximation du mod¯le Quasi-Stationnaire 

(Hesstvedt et al. 1978) (cette section sera abordée en détails plus loin dans le texte) propose 

de décomposer ce modèle en trois sections.  

Ces sections contiendront traditionnellement les équations :  

- Rapides, qui seront considérées comme atteignant leur valeur dô®quilibre tr¯s 

rapidement. Elles seront résolues par un algorithme de régime permanent. 

- Dont lôeffet transitoire est requis. Elles seront r®solues par un int®grateur classique. 

- Variant lentement : Elles seront considérées comme constantes. 

Côest pourquoi des techniques fiables et stables doivent °tre recherch®es pour le calcul du 

r®gime permanent. Parmi les pistes ¨ suivre, la plus prometteuse est dôint®grer au maximum 

des connaissances externes au modèle pour favoriser sa convergence vers les solutions 

acceptables. 

1.3 Besoins de simplifier les modèles 

Lôaugmentation de la puissance des ordinateurs sur les quarante derni¯res ann®es ne peut 

être mise en doute. Parallèlement, les modèles numériques se sont complexifiés dans le but 

de profiter pleinement des possibilités des ordinateurs (Gujer 2006). Les simulations 
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numériques peuvent présentement se classer en deux grandes catégories, les rapides et les 

longues. 

Celles pouvant être réalisées en moins de deux minutes appartiennent à la première 

cat®gorie. Leur avantage vient du fait quôelles peuvent °tre utilis®es pour travailler en temps 

réel (Alex 2008). Dans ce cas, des calibrations sommaires de modèle peuvent être réalisées 

sans lôaide dôalgorithmes complexes puisque lôeffet des param¯tres est imm®diatement 

visible. 

Les simulations (ou toute expérimentation virtuelle) longues sont généralement planifiées à 

lôavance et prendront plus de temps à être calculées (de plusieurs dizaines de minutes à 

quelques jours).  

Dans tous les cas, les modélisateurs ont généralement un horizon de temps de calcul jugé 

normal et construisent leurs modèles en conséquence. Ainsi, une personne souhaitant 

travailler en temps réel prendra le modèle le plus complexe que son ordinateur est capable 

de résoudre en moins de deux minutes. Dans ces conditions, la simplification de modèle 

restera toujours une avenue int®ressante puisquôun mod¯le ç complexe » simplifié pourra 

donner plus dôinformation quôun mod¯le initialement choisi pour sa simplicit®, quitte ¨ 

confirmer certains r®sultats ¨ lôaide de simulations utilisant le mod¯le complet. 

Lôune des simplifications les plus ®tudi®es est lôanalyse en r®gime quasi-stationnaire. Il 

sôagit simplement de consid®rer les variables dô®tat variant tr¯s vite comme ®tant au r®gime 

permanent. Dans ces conditions, un temps de calcul considérable peut être épargné. 

Cependant, (Farrow et Edelson 1974) mettent en garde contre une utilisation systématique 

de cette analyse. Ils ont observé des divergences entre la solution témoin et une solution 

générée grâce à cette analyse qui sont inacceptables. Néanmoins, (Hesstvedt et al. 1978) 

estiment quôun contr¹le serr® de lôanalyse en r®gime quasi-stationnaire permet toujours 

dôobtenir dôexcellentes performances tant en pr®cision des r®sultats quôen temps de calcul. 

Dans lôespoir dôacc®l®rer les temps de calculs qui sont toujours critiques, cette avenue sera 

explorée pour refléter les problématiques particulières des modèles de traitement biologique 

des eaux. 
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1.4 Objectifs 

Ce mémoire étudiera de nombreux aspects des méthodes numériques en simulation. Tout 

dôabord, le calcul dôune simulation dynamique requiert ®norm®ment de ressources. Lôune 

des principales difficultés en simulation ®tant la gestion de la raideur dôun mod¯le, une 

technique de simplification automatique sera développée. Cette simplification repose sur le 

concept dô®chelle de temps dôint®r°t du mod®lisateur. En effet, une simulation de plusieurs 

jours dôune station dô®puration nôa pas besoin dô°tre pr®cise ¨ la seconde pr¯s. Ainsi, il doit 

°tre possible de consid®rer ¨ lô®quilibre les variables ayant des constantes de temps tr¯s 

rapides pour ne se concentrer que sur les variables ayant des constantes de temps de lôordre 

de lô®chelle de temps dôint®r°t. Lôoutil de base de lô®valuation des constantes de temps sera 

lôanalyse des valeurs propres du Jacobien du mod¯le. 

La simplification automatique du modèle mène à un changement fondamental dans les 

caractéristiques du modèle (voir section 2.1.1.8). Le mod¯le passe effectivement dôun 

syst¯me dô®quations diff®rentielles ordinaires (£DO) ¨ un syst¯me dô®quations 

diff®rentielles et alg®briques (£DA). Puisquôaucun algorithme capable de solutionner des 

£DA nôest disponible sur la plateforme Tornado, un tel algorithme devra °tre construit ¨ 

partir de la litt®rature. Pour ses propri®t®s num®riques, lôalgorithme Diagonal Implicite de 

Runge-Kutta (DIRK) a été choisi (Cameron 1983). De plus, cet algorithme nécessite la 

solution dô®quations implicites non-linéaires. Le Jacobien est donc très présent dans son 

implémentation puisquôil est ¨ la base de nombreuses strat®gies de solution dô®quations 

implicites non-linéaires. 

Un cas particulier de la simulation dynamique sera ensuite étudié, soit le régime permanent. 

Le régime permanent est atteint lorsque toutes les variables dô®tat sont ¨ lô®quilibre. 

Compte tenu de son importance dans plusieurs situations, des algorithmes spécifiques ont 

été développés pour le calculer efficacement. Malheureusement, dans le cadre des modèles 

de station dô®puration, ces algorithmes offrent des performances généralement 

inacceptables. Des solutions seront proposées pour améliorer leur performance. Il est à 

noter quôune fois encore, le Jacobien est lôinstrument de choix de ces algorithmes. Une 
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bonne compr®hension de cet outil permettra dôaméliorer les performances des algorithmes 

en question. 

Finalement, compte-tenu de lôimportance du Jacobien dans les pr®sents travaux, une 

tentative est faite de calculer ce dernier symboliquement. Sachant que le Jacobien utilisé 

dans les algorithmes est généralement une approximation numérique, le fait de connaître 

celui-ci exactement devrait permettre des gains en précision dans le reste des calculs.  
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2 Revue de littérature 

2.1 Régime dynamique 

2.1.1 Algorithmes dôint®gration  

Les modèles mathématiques de traitement biologique des eaux usées se représentent 

g®n®ralement sous la forme dô®quations diff®rentielles ordinaires (£DO, ou ODE pour 

Ordinary Differential Equations en anglais), soit sous la forme : 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆώᴆ,ὸ (1) 

Cependant, certains mod¯les offrent dôautres formes, que ce soit celle dô®quations 

différentielles algébriques (ÉDA, ou DAE pour Differential-Algebraic Equations en 

anglais) sous la forme : 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆ(ώᴆ,ᾀᴆ,ὸ) 
0 = Ὣᴆώᴆ,ᾀᴆ,ὸ 

(2) 

Ainsi, un mod¯le sous forme dô£DA contient une section dô®quations diff®rentielles et une 

section dô®quations alg®brique qui n®cessite une solution implicite. Tant les mod¯les 

dô£DO et dô£DA n®cessitent des conditions initiales pour °tre r®solus.  

2.1.1.1 Intégration Numérique 

La premi¯re technique num®rique de r®solution dô£DO porte le nom dôalgorithme dôEuler, 

du nom du mathématicien Suisse Leonhard Euler (1707-1783). Elle part de la définition 

dôune ®quation diff®rentielle : 

 
Ὠώᴆ

Ὠὸ
= lim
ɝὸO 0

ώᴆὸ+ ɝὸ ώᴆὸ

ɝὸ
= Ὢᴆ(ὸ)  (3) 

Si la limite est relax®e et quôune valeur initiale de ώ est fournie à ὸ= ὸ0 de m°me quôun pas 

de temps Ὤ= ɝὸ, il est possible de faire avancer la solution à ὸ= ὸ0 + Ὤ ¨ lôaide de 

lô®quation suivante : 
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 ώᴆ1 = ώᴆ0 + Ὢᴆώᴆ0,ὸ0 Ὤz (4) 

Il est ainsi possible de calculer une succession de valeurs de ώᴆ entre ὸὭὲὭὸὭὥὰ et ὸὪὭὲὥὰ.  

Lôalgorithme dôEuler, tel que pr®sent® ¨ lô®quation (4), est le plus simple. Cependant, si le 

pas de temps Ὤ est trop grand, la solution diverge et ne permet plus de représenter la 

solution exacte de lô®quation diff®rentielle. La construction math®matique de base pour 

étudier un modèle, tant au niveau de sa stabilité que de la difficulté potentielle à le résoudre 

est le Jacobien. Une étude approfondie de ce Jacobien est donc essentielle pour étudier un 

modèle particulier. 

2.1.1.2 Étude du Jacobien 

Le Jacobien dôun mod¯le est la matrice des d®riv®es partielles des fonctions dô®tat par 

rapport aux variables dô®tat : 

 ὐ=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὨὪ1
Ὠώ1

Ễ
ὨὪ1
Ὠώὲ

ể Ệ ể
ὨὪὲ
Ὠώ1

Ễ
ὨὪὲ
ὨώὲỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (5) 

Si le modèle est linéaire, le Jacobien est constant dans le temps et représente exactement le 

modèle. Puisque les modèles de stations dô®puration sont non-linéaires par nature, le 

Jacobien devient une approximation du mod¯le en un point dôop®ration (ώᴆὭ,ὸὭ). Ainsi, 

lô®quation (6) peut °tre approxim® autour du point dôop®ration ώᴆὭ au temps ὸὭ par lô®quation 

(7) 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆώᴆ,ὸ (6) 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆ(ώᴆ,ὸ) ὪᴆώᴆὭ,ὸὭ + ὐώᴆὭ,ὸὭᶻώᴆ ώᴆὭ (7) 

Puisque les modèles décrivant les stations dô®puration sont g®n®ralement non-linéaires, 

cette approximation est valide pour ώᴆ très proche de ώᴆὭ et pour un temps proche de ὸὭ durant 

la simulation. Néanmoins, le Jacobien permet de décrire le comportement du modèle autour 

du point considéré. 
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Outre la lin®arisation du mod¯le, lôinformation la plus utile qui peut °tre extraite du 

Jacobien demeure ses valeurs propres. Ces derni¯res donnent en effet de lôinformation sur 

la stabilité du modèle ainsi que sur les constantes de temps de ses variables dô®tat (Steffens 

et al. 1997).  

Les travaux de (Steffens et al. 1997) montrent en effet quôil est possible de lier chaque 

valeur propre ¨ une variable dô®tat. Ce faisant, le mod¯le nôest plus non seulement lin®aris® 

autour de ώ0, mais il est également découplé puisque le Jacobien devient : 

 ὐ
‗1 0 0
0 Ệ 0
0 0 ‗ὲ

 (8) 

Bien s¾r, si calculer le mod¯le ¨ lôaide du Jacobien est une approximation du mod¯le r®el et 

si ce dernier est réduit à une matrice diagonale, il est possible de douter de la précision du 

nouveau mod¯le ainsi construit. Cependant, un tel mod¯le est si simple quôil peut °tre 

r®solu analytiquement. En effet, chaque fonction dô®tat peut °tre r®®crite comme en (9) : 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆώᴆ,ὸ Ὢᴆώᴆ0,ὸ0 + ‗(ώᴆ ώᴆ0)  (9) 

Cette ®quation peut °tre simplifi®e dans le cadre dôune analyse des valeurs propres en 

éliminant les constantes. Cette simplification se justifie simplement par le fait que le 

mod¯le r®sultant ne servira quô¨ analyser le comportement du modèle original, pas à le 

r®soudre. Ainsi, lô®quation (9) peut être simplifiée une dernière fois à : 

 ώᴂ= ‗ώ (10) 

Ou encore, à : 

 yᴂ ‗ώ= 0 (11) 

Lô®quation 11 est très simple et sa solution exacte est connue depuis longtemps : 

 ώ= ὃὩ‗ὸ (12) 

La valeur propre associ®e ¨ une variable dô®tat donne donc beaucoup dôinformation sur 

lô®volution ¨ court terme du mod¯le. Ainsi, une valeur propre de signe positif signifie que 



11 

 

la variable dô®tat est instable, i.e. que sa valeur augmentera ind®finiment dans le temps. Une 

valeur propre n®gative, ¨ lôoppos®, est synonyme de stabilit® puisque la variable dô®tat 

tendra vers z®ro (ou toute autre constante dôint®gration non affich®e ici). Cette analyse est 

très bien synthétisée par (Steffens et al. 1997) et représentée à la Figure 2. 

 

Figure 2 : R®ponse transitoire dôune variable dô®tat en fonction de sa valeur propre (figure tirée de 

(Steffens et al. 1997)) 

Si une valeur propre complexe est trouvée, le court développement mathématique qui suit 

montre que la partie imaginaire est responsable de lôaspect oscillatoire de la r®ponse : 

 ώ= ὃὩὙὩ‗+ὭzὍά ‗ ὸz  (13) 

 ώ= ὃὩὙὩ‗ὸὩὭzὍά ‗ὸ (14) 

Connaissant la formule dôEuler (15) : 

 ὩὭzὅ= cosὅ + Ὥz sin ὅ (15) 

Il est possible de réécrire (13) une dernière fois : 

 ώ=  ὃὩὙὩ‗ὸᶻ cosὍά‗ὸ + Ὥz sin Ὅά‗ὸ  (16) 
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Ainsi, m°me en ne consid®rant que la partie r®elle de la solution, lôaspect oscillatoire 

apparaît dès que la valeur propre possède une partie imaginaire 

Une dernière information peut être tirée de la valeur propre, soit une approximation de la 

constante de temps de la variable. La constante de temps dôune ®quation lin®aire est d®finie 

comme ®tant le temps n®cessaire pour quôune variable atteigne 63% de sa variation 

maximale. Cette valeur est d®termin®e par lô®quation (12) comme étant : 

 †=
1

‗
 (17) 

Autrement dit, une valeur propre n®gative tr¯s ®lev®e est synonyme dôune constante de 

temps tr¯s courte, donc dôune cin®tique tr¯s rapide. Une valeur propre positive résulte quant 

à elle en une dynamique instable. Lô®quation dô®tat r®sultante ne poss¯de donc pas de 

constante de temps. 

2.1.1.3 Stabilit® des algorithmes dôint®gration 

La stabilit® dôun algorithme dôint®gration repr®sente sa capacit® ¨ converger vers la solution 

exacte et à contrôler la propagation de lôerreur sur la solution. La stabilit® est 

habituellement ®valu®e sur le mod¯le simple et g®n®ral de lôunique ®quation diff®rentielle 

linéaire (18). 

 ώᴂ= ‗ώ (18) 

Le développement mathématique permettant de borner le pas de temps maximal est bien 

décrit par (Hangos et Cameron 2001). Ainsi la m®thode dôEuler est stable tant que la 

relation (19) est vraie. 

 2 < Ὤ‗< 0 (19) 

En pratique, ‗ est égal à la plus grande valeur propre négative du Jacobien du modèle. 

Ainsi, la m®thode dôEuler serait contrainte ¨ utiliser de tr¯s courts pas de temps si les 

valeurs propres sont très grandes.  
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Les algorithmes de Runge-Kutta implicites (abordés plus en détails plus bas dans le texte) 

sont capables dôatteindre une stabilit® telle que (20) est possible. 

 Њ< Ὤ‗< 0 (20) 

Ainsi, peu importe la longueur du pas de temps utilisé, la solution du modèle sera stable. 

Cependant, si le pas est pris trop grand, la pr®cision ®copera. La stabilit® dôun algorithme 

satisfaisant (20) est habituellement dit A-stable ou L-stable. La différence est expliquée 

dans (Bui 1979) comme suit : 

Une méthode A-stable verra le rapport entre deux itérations successives tendre vers -1 si le 

pas de temps tend vers lôinfini. 

 
ὼὲ+ 1

ὼὲ
ᴼ 1  si  Ὤ‗O Њ (21) 

Autrement dit, la solution oscillera entre deux valeurs sans converger, mais sans diverger 

non-plus. 

Une méthode L-stable, quant à elle, verra le rapport entre deux itérations successives tendre 

vers z®ro si le pas de temps tend vers lôinfini. 

 
ὼὲ+ 1

ὼὲ
ᴼ0   si  Ὤ‗O Њ (22) 

Les propri®t®s dôune m®thode L-stable sont tr¯s d®sirables puisquôil est clair que la solution 

nôoscillera pas en augmentant le pas. Malheureusement, une telle méthode est difficile à 

construire. Dans la littérature, les méthodes A-stables sont de loin les plus courantes et très 

peu dôimpl®mentations sont propos®es pour des m®thodes strictement L-stables.   

Il existe ®galement dôautres classes de stabilité, mais leur usage est généralement marginal 

ou utilisé pour décrire une méthode précise. (Hangos et Cameron 2001) en documente 

quelques unes. 
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2.1.1.4 Algorithmes dôint®gration explicites 

Un algorithme dôint®gration explicite repr®sente un algorithme qui est capable de 

déterminer directement la solution de ώᴆὲ+ 1. Côest le cas de lôalgorithme dôEuler tel quô®crit 

¨ lô®quation (4). Cependant, le premier algorithme vraiment efficace pour résoudre des 

ÉDO fut proposé par MM. Runge et Kutta en 1901. La méthode, qui porte leur nom, 

consid¯re une somme pond®r®e des pentes des variables dô®tat en diff®rents points entre ὸὲ 

et ὸὲ+ 1. Bien que « Runge-Kutta » réfère généralement à un ensemble de méthodes 

numériques, par abus de langage, la méthode de Runge-Kutta fait référence à la méthode 

RK4 suivante : 

 ώᴆὲ+ 1 = ώᴆὲ+
1

6
Ὤzz Ὧ1 + 2Ὧ2 + 2Ὧ3 + Ὧ4  (23) 

où : 

 

Ὧ1 = Ὢᴆ (ώᴆὲ,ὸὲ) 

Ὧ2 = Ὢᴆώᴆὲ+
1

2
ὬὯ1,ὸὲ+

1

2
Ὤ 

Ὧ3 =  Ὢᴆώᴆὲ+
1

2
ὬὯ2,ὸὲ+

1

2
Ὤ 

Ὧ4 = Ὢᴆ ώᴆὲ+ ὬὯ3,ὸὲ+ Ὤ 

(24) 

Cet algorithme encore r®guli¯rement utilis® aujourdôhui est dit dôordre 4, côest-à-dire que 

lôerreur r®alis®e ¨ chaque pas est dôau plus Ὤ5. Des sch®mas dôordre sup®rieurs ont été 

développés (comme la méthode de Cash-Karp (Press et al. 1994)), mais la grande 

popularit® de la m®thode dôordre 4 en fait un incontournable des m®thodes num®riques 

(Press et al. 1994). 

Une analyse de la stabilité de la méthode RK4 montre que sa stabilité est légèrement 

sup®rieure ¨ lôalgorithme dôEuler et la relation (25) donne les bornes sur le pas de temps en 

fonction du modèle. 

 3 Ὤ‗ 0 (25) 
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Ainsi, même si lôalgorithme de Runge-Kutta est très performant sur un grand nombre de 

problèmes, certains modèles sont pratiquement incalculables à cause de temps de calculs 

prohibitifs dus au manque de stabilité de lôalgorithme.  

Ces modèles sont dit Raides (ou « stiffs » en anglais) et nécessitent des pas de temps 

beaucoup trop courts sur un algorithme comme RK4. 

2.1.1.5 Algorithmes capable de résoudre des modèles raides 

Il existe plusieurs définitions de la raideur. Cependant, la plus courante est basée sur le 

rapport de la plus grande valeur propre du Jacobien divisé par la plus petite (Cameron et 

Gani 1988): 

 ὙὥὭὨὩόὶ=
‗άὥὼ
‗άὭὲ

 (26) 

Un rapport ®lev® signifie que certaines variables dô®tat varient tr¯s rapidement 

comparativement aux plus lentes. Les modèles biologiques entrent généralement dans la 

catégorie des modèles raides, spécialement lorsque des réactions chimiques comme le 

calcul du pH sont décrites par des équations différentielles dans le même modèle que des 

réactions biologiques comme la croissance de la biomasse qui peuvent prendre des jours à 

se stabiliser (Rosen et al. 2005). Il faut donc exécuter la simulation sur un temps très long 

pour observer les effets de toutes les variables alors que lôalgorithme doit prendre un très 

court pas de temps pour rester stable. 

Les algorithmes capables de résoudre efficacement les systèmes raides sont nombreux et 

font appel ¨ des techniques tr¯s diff®rentes. Lôalgorithme CVODE, par exemple, utilise une 

m®thode ¨ pas multiples. Côest-à-dire que le pas ώᴆὲ+ 1 sera calcul® ¨ lôaide des pas ώᴆὲ,  ώᴆὲ 1,

ώᴆὲ 2,  etc. Lôinformation des pas pass®s est utilis®e pour construire un polyn¹me dôordre 

sup®rieur ¨ 1 et donc de r®duire lôerreur sur le prochain pas. Les m®thodes à pas multiples 

les plus connues sont les algorithmes dôAdams-Bashforth,  Adams-Moulton et les formules 

de différentiation arrière (Backward Differentiation Formulas ou BDF en anglais). 

Une seconde méthode utilisée fréquemment pour résoudre les systèmes raides est la 

m®thode dôextrapolation de Richardson bien d®crite dans (Press et al. 1994). Dans ce cas-ci, 
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un pas de temps fixe Ὄ est utilisé pour calculer ώᴆὲ+ 1. Lôerreur est estim®e en int®grant ce 

même pas de temps avec deux pas intermédiaires deux fois plus courts (Ὤ =  Ὄ/ 2). Si le 

calcul est recommencé avec trois pas de temps, puis quatre, il est possible de voir converger 

lôerreur vers z®ro. La m®thode dôextrapolation de Richardson permet donc de d®terminer la 

valeur de ώᴆὲ+ 1 en extrapolant le point o½ lôerreur est nulle (donc calcul®e avec un nombre 

de pas interm®diaires qui tend vers lôinfini) ¨ partir des erreurs estimées en  

ὉὌ,Ὁ
Ὤ=
Ὄ

2

,Ὁ
Ὤ=
Ὄ

3

,  etc. La méthode de Burlisch-Stoer utilise cet algorithme. 

Malheureusement, si les m®thodes ¨ pas multiple et dôextrapolation peuvent r®soudre 

efficacement des syst¯mes dô£DO raides, leurs performances se dégradent très rapidement 

si les équations différentielles présentent des discontinuités (interrupteurs, contrôleurs, bruit 

dans les entrées, etc.) ou des singularités (Press et al. 1994). En effet, ces méthodes 

construisent un polyn¹me sur plusieurs points dans le temps. Si la fonction nôest pas 

suffisamment lisse, un polyn¹me dôordre ®lev® risque de diverger rapidement lorsquôil est 

utilisé pour extrapoler le point suivant.  

2.1.1.6 Méthode de Runge-Kutta implicite  

Les méthodes de Runge-Kutta implicites permettent de contourner les inconvénients des 

méthodes présentées ci-dessus puisquôelles nôutilisent pas dôinformation pass®e et quôelles 

utilisent une somme pondérée pour calculer le prochain pas, évitant les risques inhérents 

aux polyn¹mes dôordre ®lev®s. Finalement, le concept de m®thode implicite garantie une 

stabilit® num®rique ¨ la majorit® des syst¯mes dô£DO.  

Lôune des m®thodes de Runge-Kutta implicite les plus populaires est la méthode Diagonale 

Implicite de Runge-Kutta (DIRK). Elle se définit par la matrice (27) : 

 

ὧ1
ể
ὧί

    
ὥ11

ể Ệ
ὥί1 Ễ ὥίί

 

 ὦ1 Ễ ὦί 
 

(27) 

où les coefficients ὥὭὭ sont identiques et sont désignés par la lettre . Les coefficients de 

(27) sont ensuite insérés dans les équations (28), (29) et (30) : 
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 ώᴆὲ+ 1 = ώᴆὲ+ Ὤ ὦὭὪᴆώᴆὲ,Ὥ,ὸὲ,Ὥ

ί

Ὥ= 1

 (28) 

 ώᴆὲ,Ὥ= ώᴆὲ+ Ὤ ὥὭὮὪᴆώᴆὲ,Ὦ,ὸὲ,Ὦ + ὬὪᴆώᴆὲ,Ὥ,ὸὲ,Ὥ

Ὥ1

Ὦ= 1

 (29) 

 ὸὲ,Ὥ= ὸὲ+ ὧὭὬ (30) 

Ces deux ®quations repr®sentent la forme de base dôun algorithme Diagonal Implicite de 

Runge-Kutta. Puisque lôalgorithme se d®finit par ses param¯tres ὥὭὮ,ὦὮ et ὧὭ, quelques 

ensembles de paramètres se retrouvent dans la littérature. Lôun des plus utilis®s vient de 

(Cameron 1983). Par contre, (Bui 1979) offre un autre ensemble de paramètres alors que 

(Alexander 2003) rassemble les équations permettant de construire de nouveaux jeux de 

paramètres. 

Lôavantage des param¯tres propos®s par (Cameron 1983) vient de la possibilité de 

construire quatre m®thodes dôordre 1 ¨ 4 en r®utilisant les param¯tres ὥὭὮ et ὧὭ comme suit :  

 
ὧ1  

 ὦ 
 

(31) 

 ὧ1
ὧ2

 
ὥ21 

 

 Ὠ1 Ὠ2 
 

(32) 

 ὧ1
ὧ2
ὧ3

 


ὥ21 
ὥ31 ὥ32 

 

 Ὡ1 Ὡ2 Ὡ3 
 

(33) 

 
  
ὧ1
ὧ2
ὧ3
ὧ4

 

ὥ21 
ὥ31 ὥ32

ὥ41 ὥ42


ὥ43 

 

 Ὢ1 Ὢ2 Ὢ3 Ὢ4 
 

(34) 
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Les paramètres proposés sont affichés au Tableau 1 : 

  

Finalement, lô®quation (29) doit être résolue implicitement puisque le terme ώᴆὲ,Ὥ se retrouve 

des deux c¹t®s de lô®quation, dôo½ un temps de calcul significativement plus long que dans 

le cas des méthodes explicites. Une méthode itérative, habituellement la méthode de 

Newton-Raphson, est donc nécessaire pour calculer la solution de (35).  

 0 = ώᴆὲ,Ὥ+ ώᴆὲ+ Ὤ ὥὭὮὪᴆώᴆὲ,Ὦ,ὸὲ,Ὦ + ὬὪᴆώᴆὲ,Ὥ,ὸὲ,Ὥ

Ὥ1

Ὦ= 1

 (35) 

Autrement dit, si quatre étages sont nécessaires pour obtenir une solution respectant les 

tol®rances, quatre ensembles de solutions doivent °tre calcul®s ¨ lôaide de la m®thode de 

Newton-Raphson. 

Il existe des méthodes de Runge-Kutta implicites dont des éléments situés dans la matrice 

supérieure sont non-nulles. La famille de méthodes la plus connue est celle de Lobatto. Les 

m®thodes compl¯tement implicites remplacent lô®quation (29) par : 

 ώᴆὲ,Ὥ= ώᴆὲ+ Ὤ ὥὭὮὪᴆώᴆὲ,Ὦ,ὸὲ,Ὦ

ί

Ὦ= 1

 (36) 

Tableau 1 : Param¯tres de lôalgorithme DIRK propos®s par (Cameron 1983) 

 
ὥ21 

ὥ31 

ὥ32 

ὥ41 

ὥ42 

ὥ43 

ὦ 

ὧ1 

ὧ2 

ὧ3 

ὧ4 

 

 
 

0.435866521508 

-0.403494298165 

-0.381596758045 

0.945730236526 

0.401916934763 

-0.110263523009 

-0.163386454770 

 

1.0 

 

0.032372223343 

1.0 

0.564133478492 

Ὠ1 

Ὠ2 

Ὡ1 

Ὡ2 

Ὡ3 

Ὢ1 

Ὢ2 

Ὢ3 

Ὢ4 

 

 

1.158945191501 

-0.158945191501 

0.661090792671 

0.131307259462 

0.207601947867 

 

0.238148535874 

0.190784762258 

0.155701460900 

0.415365240968 
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Ainsi, chaque fois que Ὦ est supérieur à Ὥ, les variables ώᴆὲ,Ὥ doivent être calculées 

implicitement.  

2.1.1.7 Solution dôun mod¯le dô®quations diff®rentielles et algébriques 

Lôalgorithme DIRK propos® par (Cameron 1983) possède une propriété supplémentaires, 

soit la possibilit® de r®soudre un syst¯me dô£DA. Pour se faire, les équations (28), (29) et 

(30) sont réécrites comme suit : 

 ώᴆὲ+ 1 = ώᴆὲ+ Ὤ ὦὭὪᴆώᴆὲ,Ὥ,ᾀᴆὲ,Ὥ,ὸὲ,Ὥ

ί

Ὥ= 1

 (37) 

 ώᴆὲ,Ὥ= ώᴆὲ+ Ὤ ὥὭὮὪᴆώᴆὲ,Ὦ,ᾀᴆὲ,Ὦ,ὸὲ,Ὦ + ὬὪᴆώᴆὲ,Ὥ,ᾀᴆὲ,Ὥ,ὸὲ,Ὥ

Ὥ1

Ὦ= 1

 (38) 

 ὸὲ,Ὥ= ὸὲ+ ὧὭὬ (39) 

Les variables ᾀᴆ repr®sentent les variables alg®briques dont lô®quation doit °tre r®solue 

implicitement. 

 0 = Ὣᴆ(ώᴆ,ᾀᴆ,ὸ) (40) 

Dans le cadre de lôalgorithme DIRK, ces ®quations implicites sont r®solues ¨ chaque ®tape 

intermédiaire (38) dans le cadre de la solution implicite des équations différentielles et une 

fois que le pas complet est calculé. Cette dernière étape ne solutionne que les équations 

algébriques en gardant constantes les variables différentielles. 

 0 = Ὣ(ώὲ+ 1,ᾀὲ+ 1,ὸὲ+ 1) (41) 

G®n®ralement, lô®quation (41) est solutionn®e rapidement puisquôun bon estim® initial peut 

être calculé sur la base des étapes intermédiaires. Quelques itérations (2 à 5) sont 

généralement suffisantes pour calculer la solution. 

Il est à noter que (Cameron 1983) évoque un jeu de param¯tre de lôalgorithme DIRK 

différent de celui présenté au Tableau 1 qui permettrait dô®viter dôavoir ¨ solutionner 

lô®quation (41). Malheureusement, ces paramètres ne sont pas fournis dans la publication. 
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2.1.1.8 R®duction dôun mod¯le dynamique  

2.1.1.8.1 Modèle quasi-stationnaire 

La r®duction dôun mod¯le dynamique dô£DO ou dô£DA (£quations Diff®rentielles et 

Algébriques) en deux ou trois sections est une procédure courante en génie chimique 

(Cameron 2008). Dès 1978, (Hesstvedt et al. 1978) rapportent que la r®duction dôun mod¯le 

raide en deux ensembles dô®quations est couramment utilis®e. Les premiers algorithmes 

capables de résoudre efficacement des modèles raides apparaissent à la même époque. 

Malgr® lôam®lioration significative des temps de calculs dus ¨ ces algorithmes complexes, 

(Hesstvedt et al. 1978) rapportent que les temps de calculs sont toujours trop long et quôune 

r®duction du mod¯le permet dôam®liorer davantage le temps de calcul. Ils notent toutefois 

que des simulations r®alis®es ¨ lôaide du mod¯le complet sont toujours n®cessaires pour 

comparer les résultats obtenus par les modèles réduits. 

(Hesstvedt et al. 1978) nomment leur technique de r®duction de mod¯le lôApproximation 

du Modèle Quasi-Stationnaire (Quasi-Steady-State Approximation en anglais). Dans leur 

article de 1978, ils utilisent un modèle de pollution atmosphérique et se basent sur les 

constantes de temps de dissociation des constituants pour les classer dans les équations 

rapides ou moyennes. Ils utilisent également un pas de temps fixe durant sa simulation de 

30 secondes. Dans ces conditions, une réaction est considérée rapide si sa constante de 

temps est 10 fois inférieure au pas de temps. Une réaction est considérée lente si sa 

constante de temps est 100 fois supérieure au pas de temps : 

 
Ὠώᴆ

Ὠὸ
= Ὢᴆώᴆ=

Ὢᴆ1 ώᴆ    ᴼ†<
ɝὸ

10
 

Ὢᴆ2 ώᴆ    ᴼ
ɝὸ

10
< †< 100ῳὸ

Ὢᴆ3 ώᴆ    ᴼ100ɝὸ< †

 (42) 

Ainsi, lôensemble dô®quations Ὢᴆ1 est considéré au régime permanent à tous les pas de temps, 

lôensemble Ὢᴆ2 est résolu par la méthode de Gear et lôensemble Ὢᴆ3 est considéré comme 

variant tr¯s peu et est r®solu par lôalgorithme dôEuler. Dans ces conditions, chaque section 

est r®solue par lôalgorithme qui semble le plus appropri®. Finalement, les ensembles 
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dô®quation nôont pas ¨ °tre statiques puisque les constantes de temps peuvent varier en 

fonction des autres variables dô®tat. Ainsi, la dynamique rapide dôune ®quation pourra 

ralentir au point que lô®quation soit r®solue par la m®thode de Gear plut¹t que par 

lôalgorithme de r®gime permanent et vice versa. Parmi les problèmes de la technique 

propos®e, il faut noter lôacc¯s aux ®quations des constantes de temps. Ainsi, le logiciel 

utilisé pour simuler le modèle doit posséder une structure lui donnant accès à ces constantes 

de temps. Lôutilisation dôun simulateur voyant le mod¯le comme une bo´te noire 

n®cessiterait donc dôimportantes modifications pour utiliser lôapproximation du mod¯le 

quasi-stationnaire.  

2.1.1.8.2 Perturbation Singulière 

La technique de la perturbation singulière est une autre technique utilisée pour réduire la 

complexit® dôun mod¯le math®matique. Bien que le r®sultat se rapproche de celui observ® 

pour un modèle quasi-stationnaire (un ensemble dô®quations diff®rentielles divis® en trois 

sous-groupes dô®quations), la technique offre un formalisme mathématique permettant une 

étude du modèle avant sa résolution. 

La technique, décrite par (Dochain et Vanrolleghem 2001), revient à multiplier une 

équation différentielle par un paramètre ayant une très faible valeur. Ainsi, la forme 

originale de lô®quation est pr®sent®e en (43) : 

 
Ὠώ1

Ὠὸ
= Ὢ(y1,ώ2,ȣ,ὸ)  (43) 

La perturbation singuli¯re est r®alis®e par lôop®ration suivante : 

 ώ1 ᴼ—z ώ1ὧέὲίὸ  (44) 

Ce qui transforme lô®quation (43) comme suit : 

 —z
Ὠώ1

Ὠὸ
= Ὢ1(—z ώ1ὧέὲίὸ ,ώ2,ȣ,ὸ) (45) 

Lorsque la valeur du param¯tre est r®duite ¨ z®ro, lô®quation (45) devient une équation 

algébrique implicite : 
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 0 = Ὢ1 ώ2,ȣὸ (46) 

La perturbation singuli¯re sôapplique ¨ deux cas de figures. Dans un premier cas, la variable 

à résoudre de façon implicite varie très lentement. Le paramètre — représente alors la 

cinétique de la variable. Il est donc acceptable de poser sa cinétique à zéro pour réduire le 

nombre dô®quations diff®rentielles ¨ r®soudre simultan®ment.  

 —= ὯάὭὲ 0 (47) 

Dans le deuxi¯me cas, les diff®rentes variables dô®tat montrent des cin®tiques dôordres de 

grandeurs très différents. Il est possible, après quelques manipulations algébriques, de 

définir le paramètre — comme suit :  

 —=
1

Ὧάὥὼ
0 (48) 

La technique montrée par (Dochain et Vanrolleghem 2001) ne permet pas de détecter les 

variables dô®tat ¨ r®soudre implicitement. Ces variables doivent donc °tre identifiées à 

priori. Par contre, la gestion des variables à extraire est simplifiée puisque les équations 

modifiées peuvent être traitées algébriquement pour réduire la complexité globale du 

modèle. Par exemple, les équations implicites peuvent dans certains cas être exprimées 

sous une forme explicite.  

2.1.1.8.3 Concept dôHomotopie 

Si les valeurs propres du Jacobien permettent de déterminer les constantes de temps des 

variables dô®tat en un point dôop®ration, elles offrent tout de m°me une approximation 

valable de celle-ci sur une plage raisonnable dôutilisation. Il est donc possible de classer les 

variables dô®tat en fonction de leur cin®tique. Cependant, lorsque les valeurs propres dôune 

matrice sont calcul®es, elles sont retourn®es sous la forme dôun vecteur tri®. Il est donc 

impossible dôassocier une valeur propre ¨ une variable dô®tat directement. (Steffens et al. 

1997) proposent dôutiliser une technique dôhomotopie pour les lier. 

Lôhomotopie est une d®formation continue entre deux objets. Les deux objets que (Steffens 

et al. 1997) proposent dôutiliser sont le Jacobien du mod¯le et une matrice de mêmes 
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dimensions dont seuls les éléments de la diagonale sont identiques à la diagonale du 

Jacobien, tous les autres éléments étant nuls.  

 Ὄ1 = ὐὥὧ (49) 

 Ὄ2 =
ὐὥὧ11 0 0

0 Ệ 0
0 0 ὐὥὧὲὲ

 (50) 

Les valeurs propres de la matrice (50) sont les éléments de la diagonale. Le lien entre les 

diff®rentes variables dô®tat et leur valeur propre associ®e est donc trivial. Par la suite, une 

contribution toujours plus importante du Jacobien total est ajout®e selon lô®quation (51) : 

 Ὄ= ὶz Ὄ1 + 1 ὶ Ὄz2 (51) 

Le paramètre ὶ est le param¯tre dôHomotopie. Il varie de z®ro (Ὄ ne dépend que de la 

diagonale) à un (Ὄ est le Jacobien entier). Les valeurs propres de Ὄ sont calculées en 

variant ὶ plus ou moins rapidement pour permettre de suivre lô®volution du lien entre les 

valeurs propres de la matrice dôhomotopie et les variables dô®tat.  

2.1.1.8.4 Analyse des valeurs propres 

(Steffens et al. 1997) proposent dôeffectuer lôanalyse des valeurs propres avant de 

commencer à utiliser le modèle. De plus, comme le Jacobien doit être évalué en un point 

bien pr®cis, les variables dô®tat sont initialis®es au r®gime permanent avant de lô®valuer. Le 

régime permanent propose en effet les meilleures valeurs par défaut où évaluer le Jacobien 

pour une procédure systématique. Cependant, en régime dynamique, un modèle peut être en 

perp®tuel d®s®quilibre, par exemple dans le cas dôentr®es dynamiques simulant lôaffluent 

dôune station dô®puration. Dans ces conditions, lôanalyse au r®gime permanent peut °tre tr¯s 

®loign®e de la r®alit® au point dôop®ration. Côest pourquoi (Steffens et al. 1997) proposent 

dô®valuer le comportement du mod¯le r®duit lorsque des ®chelons sont impos®s en entr®e. 

Cette technique permet de d®tecter les variables dô®tat dont la constante de temps sôallonge 

de façon inacceptable et de les reclasser dans la catégorie de variables à cinétique moyenne. 

Bref, la technique proposée par (Steffens et al. 1997) est une méthode numérique 

dô®valuation du modèle qui doit être réalisée avant toute résolution du modèle. Elle se base 
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sur lô®tude des valeurs propres du Jacobien, ce qui permet un d®couplage des ®quations 

dô®tat selon leurs constantes de temps, comme ¨ lô®quation (42). Bien que plusieurs 

approximations soient n®cessaires (Jacobien ®valu® lorsque les variables dô®tat sont au 

régime permanent, linéarisation du modèle, découplage du modèle linéarisé et retrait des 

constantes dans la recherche dôune solution analytique) pour porter un jugement, il a été 

démontré par (Steffens et al. 1997) que les temps de calculs pouvaient être réduits de moitié 

sans induire dôerreur de plus de 5% par rapport au modèle original. Puisque le modèle 

utilisé était un modèle ASM1 couplé à un décanteur secondaire divisé en 20 couches, la 

complexité impliquée est très représentative des modèles plus complexes du domaine de la 

modélisation du traitement des eaux usées.  

2.1.1.8.5 Étude alternative du Jacobien 

(Okino et Mavrovouniotis 1999), pour leur part, étudient le Jacobien en posant 

lôapproximation suivante : Puisque les modèles cinétiques de réactions chimiques 

présentent généralement des matrices Jacobiennes triangulaires inf®rieures, ou sôen 

approchent, leurs valeurs propres sont semblables ¨ lô®l®ment sur leur diagonale. Ainsi, il 

est possible dôobtenir un estim® de la cin®tique des variables dô®tat peu co¾teux puisque le 

calcul du Jacobien intervient dans plusieurs algorithmes dôint®gration. Cependant, cette 

approximation est jug®e valide sur des mod¯les de r®actions chimiques. Elle nôest pas 

démontrée dans le cadre de modèles biologiques ou encore de contrôleurs, qui sont 

fréquents dans des modèles simulant des usines entières. Il est donc difficile dôextrapoler 

lôutilit® de ces r®sultats aux mod¯les de station dô®puration. 

2.2 Régime Permanent 

Il existe plusieurs strat®gies pour la recherche du r®gime permanent dôun mod¯le donn®. 

Les deux plus courantes sont sans doute lôex®cution dôune simulation dynamique ¨ entr®es 

constantes jusquô¨ lô®quilibre. Ainsi, le r®gime permanent est facilement identifiable sur la 

Figure 3. Apr¯s un ®tat transitoire dôenviron 6 jours, la variable dô®tat ne pr®sente plus de 

variation. Cependant, cette variable dô®tat r®pond ¨ lô®quation dô®tat (52) et a pour 

condition initiale ώὸ= 0 = 1. 
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Ὠώ

Ὠὸ
= ώ (52) 

Puisque le régime permanent se d®finit comme par lô®quation (53), il est plus intéressant de 

rechercher la valeur de ώ pour laquelle lô®quation (52) est nulle. Côest la strat®gie des 

algorithmes de recherche du régime permanent.  

 
Ὠώᴆ

Ὠὸ
= 0 (53) 

 

 

Figure 3 : Variable dô®tat atteignant lô®quilibre dans le temps. 

Le choix dôun algorithme d®pendra donc de lôinformation recherch®e sur un mod¯le et de la 

structure du modèle. Ce choix influencera la précision de cette solution ou encore la vitesse 

de calcul de la solution. Ce dernier critère devient le facteur principal et le principal 

problème puisque chaque algorithme doit être configuré selon des critères qui lui sont 

propre, ce qui demande une excellente connaissance des intégrateurs de la  part de 

lôutilisateur. 
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Les algorithmes calculant le régime permanent recherchent les valeurs que doivent avoir les 

variables dô®tat pour que les fonctions dô®tat soient nulles. Dans de nombreuses 

simulations, des variables dôentr®es sont n®cessaires pour observer un r®gime dynamique. 

Bien entendu, pour que le calcul du régime permanent ait un sens, ces entrées doivent être 

constantes. Dôun point de vue math®matique, ces algorithmes résolvent donc un système 

dô®quations comme en (54). Finalement, compte tenu de la définition du régime permanent, 

le temps nôest pas une variable. Lorsque n®cessaire, il est impos® ¨ z®ro.  

 ώᴆᴂ= Ὢᴆώᴆὸ= 0 = 0 (54) 

2.2.1 Utilisation de la simulation dynamique jusquôau R®gime Permanent 

Dans plusieurs cas, la méthode la plus simple pour calculer le régime permanent consiste à 

lancer une simulation dynamique avec des entrées constantes sur une période de temps 

suffisamment longue pour que les variables dô®tat atteignent le r®gime permanent. Cette 

technique est dôailleurs recommand®e par (Copp 2002) si aucun algorithme de Régime 

Permanent efficace nôest disponible. 

Il sôagit bien s¾r de la m®thode la plus co¾teuse en calcul qui puisse °tre imagin®e, bien que 

certains algorithmes dôint®gration soient tr¯s performants et permettent dôobtenir une 

solution assez rapidement. Il sôagit souvent ®galement de la m®thode la plus sure puisque 

tous les algorithmes dôint®gration peuvent remplir cette t©che. De plus, lôutilisation dôun 

algorithme implicite (ce qui permet lôutilisation de pas de temps large) coupl® ¨ des 

tol®rances faibles permet lôatteinte du r®gime permanent en des temps de calcul 

raisonnables (Alex 2008). La tolérance faible aura habituellement pour effet de rendre la 

r®ponse transitoire impr®cise, ce qui nôest pas un probl¯me dans ce cas particulier. 

2.2.2 Réduction du modèle en Régime Permanent 

Dans plusieurs cas, les modèles à résoudre sont très complexes. Cette complexité se définit 

soit par une très forte non-linéarité soit par un nombre tr¯s important dô®quations ¨ r®soudre 

simultanément.  
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Si la non-linéarité est un problème abordé et habituellement bien géré par la technique de la 

zone de confiance (« trust-region », voir la méthode Hybride de la bibliothèque MINPACK 

ci-dessous), le nombre dô®quations ¨ r®soudre simultan®ment peut facilement exploser. 

Dans le domaine des mod¯les de station dô®puration, lôun des mod¯les les plus simples, le 

« Benchmark Simulation Model 1 » (BSM1) (Copp 2002) contient 145 variables dô®tat. Le 

simple calcul du Jacobien implique donc de déterminer la valeur de 21025 dérivées 

partielles. Puisque des mod̄les plus r®alistes dôusines peuvent facilement compter 500 

variables dô®tat, le calcul du Jacobien et sa d®composition LU ou QR peuvent devenir tr¯s 

important (le modèle VLWWTP, ou « Very Large Wastewater Treatment Plant », 

développé par (Claeys 2008a) en contient 579 et le modèle IUWS, ou « Integrated Urban 

Wastewater System » en contient, pour sa part, 1663 (Claeys 2008a)). Ainsi, la 

d®composition LU dôune matrice Jacobienne de 500 variables dô®tat prend environ 

 ὔ2 +
1

3
ὔ3 opérations, soit plus de 40 millions dôop®rations. 

Dans ces conditions, il est évident que des recherches ont été faites dans le but de diminuer 

la taille des modèles à résoudre. Ainsi, (Kakizaki et Sugawara 1985) ont proposé de réduire 

le nombre de variables dô®tat sur la base de lô®tude du Jacobien. Leur ®tude porte sur 

lôanalyse du Jacobien colonne par colonne en observant quôune colonne est d®crite comme 

suit : 

 ὐὧέὰέὲὲὩ =

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὨὪ1
Ὠώ1

ὨὪ2
Ὠώ1

ὨὪ3
Ὠώ1Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (55) 

Lorsque tous les ®l®ments dôune colonne sont nuls ou jug®s suffisamment pr¯s de z®ro, la 

variable dô®tat responsable de ces d®riv®es (ώ1 dans lô®quation (55)) est extraite puisque la 

solution des autres variables dô®tat ne d®pend pas, ou tr¯s peu, de la variable extraite.  

Un tel syst¯me est en fait surd®termin®, côest-à-dire quôil existe plus dô®quations que 

dôinconnus. Dans ces conditions, le r®gime permanent de la fonction dô®tat peut ne pas 

exister. Sôil existe, il sera calcul® ¨ partir des autres variables dô®tat ¨ lô®quilibre comme 
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dans lô®quation suivante, en consid®rant que la variable ώ1 ne donne que des dérivés 

partielles nulles : 

 ώ1
ᴂ= Ὢ1(ώ2,ώ3,ώ4,ȣ)  (56) 

Lô®tude a ®t® r®alis®e dans le domaine des circuits ®lectroniques. Cependant, les auteurs 

affirment quôune majorit® des variables dô®tat extraites ®taient des ®l®ments parasites ou 

ayant une influence n®gligeable sur leurs circuits. Lôeffet sur les r®sultats globaux peut 

donc varier, mais la convergence est observée plus fréquemment sur les problèmes réduits.  

2.2.3 Algorithmes de résolution de système non-linéaire 

Le r®gime permanent dôun mod¯le est calcul® en posant toutes les ®quations diff®rentielles 

de ce modèle à zéro 

 
Ὠώᴆ

Ὠὸ
= Ὢᴆώᴆ= 0 (57) 

Ainsi, au r®gime permanent, la variation des variables dô®tat ώ dans le temps est nulle. La 

valeur de ώὙὖ est dite la racine de lô®quation  Ὢᴆ(ώᴆ). 

Si, dans des cas simples, une solution analytique peut être trouvée, lorsque Ὢᴆώᴆ est non-

linéaire, il faut souvent recourir à une méthode numérique pour obtenir une approximation 

de la racine de Ὢᴆώᴆ. 
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2.2.3.1 Méthodes en une dimension 

2.2.3.1.1 Méthode de la Bissectrice 

Plusieurs méthodes ont été développées en une dimension (ou une variable). La plus simple 

étant probablement la méthode de la Bissectrice : 

1. Trouver deux points ώ1et ώ2tels que ώ1 × ώ2 < 0, i.e. une valeur de ώ est positive et lôautre 

est négative. 

2. Calculer Ὢώ3 = Ὢ
ώ1+ώ2

2
 

3. Si ώ1 × ώ3 > 0 

ώ1 = ώ3 

4. Sinon 

ώ2 = ώ3 

5. Tant que  

ώ2 ώ1 > ὸέὰ 

retourner en 1 

Ainsi, d¯s quôune racine est encadr®e, lôalgorithme de la bissectrice converge vers cette 

racine. Bien quôil existe des cas pathologiques comme une fonction rationnelle où la 

pr®tendue racine est en fait une asymptote, la m®thode de la bissectrice demeure lôune des 

plus robustes. 
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2.2.3.1.2 Méthode de Newton-Raphson 

La méthode de la bissectrice est généralement plus académique que pratique. En pratique, 

lorsque la racine dôune fonction est recherch®e, côest la m®thode de Newton-Raphson qui 

est la plus utilisée. Cette dernière utilise un point de départ ώ0, la fonction évaluée en ce 

point Ὢώ0  ainsi que la pente de la fonction en ce point 
ὨὪώ0

Ὠώ
. Lôalgorithme se d®finit 

comme suit : 

1. Calculer  ώ0, Ὢώ0  et  
ὨὪώ0

Ὠώ
 

2. Tant que ώὭ+ 1 ώὭ> ὸέὰ 

ώὭ+ 1 = ώὭ
ὪώὭ
ὨὪώὭ
Ὠὣ

 

Lôordre de convergence de la m®thode de Newton-Raphson est dit quadratique puisquôil 

correspond à la définition (58) : 

 
ᴁώὯ+ 1 ώᴁz

ᴁώὯ ώzᴁ2
ὧ                ὧ 0,Ὧḻ 1 (58) 

où k est la k
e
 it®ration de lôalgorithme et o½ y* est la racine exacte et c est une constante 

positive quelconque. 

Bien s¾r, lôalgorithme de Newton-Raphson nôest pas sans risque. En effet, si la d®riv®e en 

un point calculé est nulle, lôalgorithme est incapable de converger vers une racine. De plus, 

pour °tre efficace, lôestim® initial ώ0 doit être « suffisamment » près de la racine et la 

fonction doit être « suffisamment » bien conditionnée et ne pas présenter de comportement 

pathologique. Bien que ces cas soient d®crit dans la plupart des ouvrages dôanalyse 

numérique, (Press et al. 1994) en couvre les grandes lignes. Pour une fonction sinusoïdale, 

par exemple, si lôestim® initial est suffisamment proche de la racine, lôalgorithme effectuera 

le tracé de la Figure 4.  

Si lôestim® initial nôest pas dans la zone de convergence de la racine, un comportement 

différent pourra être observé, comme à la Figure 5: 
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Figure 4 : Convergence de la méthode de Newton-Raphson à la racine la plus proche sur une 

fonction sinusoïdale 

 

Figure 5 : Convergence de la méthode de Newton-Raphson à une racine qui n'est pas la 

plus proche sur une fonction sinusoïdale 
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2.2.3.2 Méthodes en n-dimensions 

2.2.3.2.1 Méthode de Newton-Raphson en n-dimensions 

Si les méthodes pour calculer les racines de fonctions à une variable sont simples et offrent 

de très hauts taux de succès, il en est tout autre pour leur généralisation en ὲ dimensions ou 

ὲ variables. Il est, en effet, impossible dôencadrer avec certitude une racine ou une 

discontinuité comme avec la méthode de la bissectrice. La méthode de Newton-Raphson 

peut cependant être généralisée à ὲ-dimensions. Lôalgorithme d®crit plus haut devient 

donc : 

1. Calculer  ώᴆ0, Ὢᴆώᴆ0  et  ὐ(ώᴆ0) 

2. Tant que ᴁώᴆὭ+ 1 ώᴆὭᴁ> ὸέὰ 

ώᴆὭ+ 1 = ώᴆὭ ὐώᴆὭ
1 ὪzᴆώᴆὭ 

 

O½ lôindice Ὥ est lôit®ration et ὐ(ώᴆὭ) est le Jacobien calculé au point dôop®ration ώᴆὭ, soit la 

matrice des d®riv®es partielles des fonctions dô®tat par rapport aux variables dô®tat : 

 ὐ=

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὨὪ1
Ὠώ1

Ễ
ὨὪ1
Ὠώὲ

ể Ệ ể
ὨὪὲ
Ὠώ1

Ễ
ὨὪὲ
ὨώnỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (59) 

Comme dans lôalgorithme en une dimension, le choix de lôestim® initial est crucial. Une 

bonne connaissance de la position approximative de la racine permet dôaugmenter 

significativement les chances de succ¯s. Il est donc n®cessaire dôinjecter de lôinformation à 

tout algorithme pour lôaider ¨ converger vers la racine.  

La méthode de Newton-Raphson consiste donc ¨ lin®ariser le mod¯le autour de lôestim® 

initial. Le modèle peut alors être réécrit comme suit ¨ lôaide dôun d®veloppement en s®ries 

de Taylor : 

 Ὢᴆώᴆ+ =ώᴆ Ὢᴆώᴆ+ ὐz +ώᴆ ὕώᴆ2  (60) 
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En n®gligeant les termes dôordre sup®rieur ὕώᴆ2 , il est possible de résoudre le système 

dô®quation suivant : 

 Ὢᴆώᴆ+ =ώᴆ Ὢᴆώᴆ+ ὐz  ώᴆ (61)

Puisque la racine de ce modèle simplifié est recherchée, le terme Ὢᴆώᴆ+  .ώᴆ est posé à zéro

Il ne reste donc quô¨ calculer la correction ώᴆ de lô®quation : 

 0 = Ὢᴆώᴆ+ ὐz  ώᴆ (62)

qui devient : 

=ώᴆ  ὐ1 Ὢzᴆώᴆ (63) 

Puisque le mod¯le original nôest g®n®ralement pas lin®aire, le processus it®ratif consiste ¨ 

mettre les variables dô®tat ώ à jour en y ajoutant les corrections ώᴆ successives calculées.  

En pratique, des ressources importantes sont nécessaires pour inverser le Jacobien. 

Cependant, il nôest pas n®cessaire dôinverser compl¯tement une matrice pour pouvoir 

résoudre une équation de la forme de (63). 

La méthode la plus utilisée est la décomposition LU qui permet de décomposer A en deux 

matrices L (matrice diagonale inférieure, L pour « lower ») et U (matrice diagonale 

supérieure, U pour « upper »). En termes de ressources, il faut 
1

3
ὔ3 opérations (addition, 

soustraction, multiplication, division) pour factoriser une matrice et ὔ2 opérations 

suppl®mentaires pour r®soudre le syst¯me dô®quation pr®sent® en (63) pour un total 

de ὔ2 +
1

3
ὔ3 opérations (Press et al. 1994). Ainsi, la solution ¨ lô®quation de (63) sera 

donn®e par lô®quation (64): 

=ώᴆ  ὒ1 Ὗ 1 Ὢzᴆ (64) 

Puisque ὒ et Ὗ sont des matrices triangulaires, leur solutions successives sont calculées 

directement sans n®cessiter dôinversion. (Press et al. 1994) 

Cette d®composition est en fait si r®pandue que lô®criture sous la forme de (63) relève de 

lôabus de langage puisque presquôaucun algorithme nôinverse compl¯tement une matrice 
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(ce qui requière ὔ3 opérations) avant de r®soudre le syst¯me dô®quation associ®. La tr¯s 

grande majorité se contentera de factoriser (ou décomposer) A sous une forme plus facile à 

r®soudre comme la d®composition LU. Cependant, lorsquôune matrice doit °tre r®solue ¨ 

répétition avec de légères modifications, une décomposition dite QR est généralement plus 

avantageuse. Cette décomposition, plutôt que de décomposer ὐ en une matrice triangulaire 

inférieure et une matrice triangulaire supérieure, décompose ὐ en une matrice triangulaire 

supérieure (R) et une matrice orthogonale (Q). Bien que la décomposition requière environ 

le double dôop®ration de la d®composition LU, la forme des sous-matrices permet leur 

mise-à-jour en O(N2) op®rations, côest-à-dire un nombre dôop®rations ind®termin®, mais 

dont lôordre de grandeur est donn® par le carr® de la taille de la matrice. Le Jacobien 

décomposé peut donc être mis à jour très rapidement sur la base du nouveau point 

dôop®ration sans avoir ¨ le recalculer en entier ni ¨ le red®composer.  

2.2.3.2.2 Méthode de Broyden 

Bien que la méthode de Newton-Raphson en N-Dimensions puisse être appliquée sous la 

forme présentée, le premier algorithme efficace de résolution de système non-linéaire a été 

développé par (Broyden 1965). Il se base sur les méthodes de Newton-Raphson tout en 

augmentant la stabilité de lôalgorithme. Lôimpl®mentation la plus couramment utilis®e est 

tirée de (Press et al. 1994). Il sôagit de lôalgorithme utilis® sur la plateforme Tornado. De 

plus, la méthode de Broyden ne nécessite pas de Jacobien exact. Elle se contente dôune 

approximation construite par différences finies 

 
ὨὪᴆ

Ὠώᴆ
ḙ
Ὢώᴆ2 Ὢᴆώᴆ1
ώᴆ2 ώᴆ1

 (65) 

Lôavantage dôutiliser une approximation r®side dans le fait que les mod¯les non-linéaires 

comportent souvent beaucoup dô®quations. Ces ®quations nô®tant pas toujours dérivable 

analytiquement, par exemple en présence de fonctions non-analytiques comme des 

conditions (IF-ELSE) ou autre, la construction dôun Jacobien symbolique est g®n®ralement 

une tâche ardue. En outre, très peu de logiciels permettent une dérivation symbolique. De 

plus, la construction dôun Jacobien par diff®rences finies est tr¯s rapide num®riquement 
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puisque le modèle doit simplement être calculé N+1 fois alors que le calcul de chaque 

terme du Jacobien peut mener ¨ un nombre dôop®ration beaucoup plus important. 

La méthode de Broyden calcule ses itérations de façon similaire à la méthode de Newton-

Raphson. La principale diff®rence r®side dans lôutilisation dôun Jacobien num®rique. De 

plus, le Jacobien est décomposé sous forme QR, plus efficace que la décomposition LU 

puisque les itérations successives modifient le modèle suffisamment lentement pour que le 

Jacobien puisse être mis à jour plutôt que recalculé entièrement et redécomposé. 

Ainsi, lôalgorithme tel que propos® par (Broyden 1965) et implémenté par (Press et al. 

1994) est présenté à la Figure 6. 

 

Figure 6: Algorithme de Broyden pour la résolution de système d'équations non-linéaires tel 

qu'implémenté en Tornado 

Ainsi, lôalgorithme propos® r®ussit ¨ trouver une racine si lôestim® initial est une racine 

(solution triviale, mais qui ®vite dôavoir ¨ calculer le Jacobien). Dans le cas contraire, une 

approximation du Jacobien par différences finies (notée B dans le schéma) est utilisée pour 

calculer des corrections successives ¨ lôestim® initial. Si la matrice B est singuli¯re (ce qui 

empêche de calculer la correction ώᴆὭ+ 1), lôalgorithme retourne un message dôerreur et la 

racine (si elle existe) ne peut être calculée.  



36 

 

Pour conclure, lôalgorithme de Broyden se base sur une recherche de racine dans la 

direction de descente maximale indiqu®e par lôapproximation du Jacobien. Cette stratégie a 

fait ses preuves sur des problèmes présentant une faible non-linéarité. Sur des problèmes 

plus complexes comme les mod¯les math®matiques de traitement biologique dôeaux us®es, 

des discontinuités ou autres événements très non-linéaires peuvent empêcher la 

convergence vers une solution. Selon lôexp®rience acquise au cours de ce projet, aucun 

mod¯le biologique nôa pu °tre r®solu ¨ lôaide de lôalgorithme de Broyden, ce qui rend 

dôautant plus n®cessaire le second algorithme disponible suivant. 

2.2.3.2.3 Algorithme Hybride de la biblioth¯que dôalgorithme MINPACK 

Le second algorithme disponible est tiré de la bibliothèque MINPACK. Bien que très 

semblable ¨ lôalgorithme de Broyden, lôalgorithme Hybride utilise la puissance de la 

méthode de Powell et de la méthode de la Région de Confiance (Moré et al. 1980). 

La méthode de Powell (Powell 1962) repose sur lôid®e générale de la direction de recherche 

de la plus grande pente. En une dimension, cette idée revient à la méthode de Newton où la 

direction de recherche est simplement la direction dans laquelle la variable se rapproche du 

zéro. Lorsque le nombre de dimensions (ou de variables) augmente, les algorithmes 

num®riques recherchent habituellement la direction o½ la pente est maximale (côest le cas, 

notamment, de lôalgorithme de Broyden). Cette direction est donn®e par la solution de 

lô®quation (63). Il reste ensuite ¨ lôalgorithme ¨ trouver la distance optimale ¨ parcourir 

dans cette direction. Si cette strat®gie offre dôexcellents r®sultats sur une ou deux it®rations, 

il existe tr¯s peu de cas o½ elle sôav¯re id®ale.  Le cas classique en deux dimensions est 

présenté à la Figure 7. 
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Figure 7: Illustration de la méthode de la pente descendante maximale
1
 

L¨ o½ Powell innove, côest dans la gestion des directions de recherches successives. Il 

suffit, selon lui, de calculer dôabord la correction dans la direction de descente maximale 

durant deux itérations. Connaissant ces deux directions, la troisième est calculée comme 

étant la somme des deux premières. La Figure 8 montre lôeffet de la m®thode. 

 

Figure 8: Illustration de la m®thode de Powell pour la recherche dôune racine
2
 

                                                 

1
 http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/PowellMethodMod.html - 27 février 2009 

http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/PowellMethodMod.html
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Si le pas est jug® satisfaisant, la direction dôun des deux premiers pas est remplac®e par 

celle de cette nouvelle direction et le processus recommence jusquô¨ ce que la tol®rance soit 

atteinte. Cette méthode est aussi connue sous le nom de « dogleg » ou méthode du zigzag 

(Powell 1962). 

La méthode de la zone de confiance propose une approche alternative à la méthode de la 

pente descendante maximale. Lorsque le Jacobien est utilisé pour calculer une direction de 

recherche, le mod¯le est dit lin®aris®, côest-à-dire quôautour du point consid®r®, les d®riv®es 

de toutes les variables sont considérées constantes. Cette approche permet de calculer 

facilement une approximation de la racine. Cependant, cette approximation nôest 

évidemment pas valide sur toute la plage de variation des variables. La zone de confiance 

vient donner une frontière à la correction maximale qui pourra être apportée pour se diriger 

vers la racine. Le pas dans la direction de recherche doit donc minimiser le terme : 

 Ὢᴆ+ ὐz  ώᴆ (66)

tout en respectant la contrainte : 

 ᴁὈ zώᴆᴁ ɝ (67) 

Ainsi, la correction ώᴆ doit minimiser lôensemble dô®quations Ὢᴆ(ώᴆ,ὸ) . Cependant, la norme 

du produit de la correction et dôune matrice dô®chelle Ὀ doit rester inférieure à une 

constante ɝ. Tant quôune correction satisfaisante nôest pas trouv®e, ɝ est réduit. Une fois la 

correction optimale trouv®e et appliqu®e aux variables dô®tat, D, ɝ et le Jacobien (si 

nécessaire) sont mis ¨ jour et une nouvelle it®ration est lanc®e jusquô¨ ce que la solution 

converge vers le régime permanent (Moré et al. 1980). 

2.2.4 Algorithmes dôOptimisation 

Les algorithmes de r®solution dô®quations non-linéaires se déclinent généralement en deux 

implémentations, soit une implémentation recherchant les zéros de N équations algébriques 

                                                                                                                                                     

2
 http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/PowellMethodMod.html - 27 février 2009 

http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/PowellMethodMod.html
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non-linéaires simultanément et une implémentation cherchant à minimiser une fonction 

objectif donn®e par lôutilisateur. 

La premi¯re impl®mentation revient ¨ la r®solution dô®quations non-linéaires et renvoie un 

code dôerreur si les ®quations ne peuvent obtenir de valeur nulle en un seul point. La 

seconde impl®mentation correspond ¨ une autre cat®gorie dôalgorithme : les optimiseurs. La 

méthode de Newton-Raphson poss¯de une version permettant dôoptimiser d®taill®e par 

(Edgar et al. 2001). La bibliothèque MINPACK offre également une version de son 

algorithme Hybride en mode dôoptimisation. Ceci ®tant dit, les deux versions ne 

poursuivent pas les mêmes objectifs. Néanmoins, les recherches réalisées sur les 

algorithmes dôoptimisation ne doivent pas °tre pass®es sous silence puisquôune 

transformation dans le domaine de la r®solution dô®quations non-linéaires peut être 

possible. 

Il est possible de rechercher la racine dôun ensemble dô®quations directement ¨ lôaide dôun 

algorithme dôoptimisation. Il suffit de lui donner comme crit¯re ¨ minimiser la somme au 

carr® des fonctions dô®tat (voir équation (68)). 

 ὧὶὭὸ= ὪὭ
2 (68) 

Ainsi, lorsque le crit¯re dôarr°t ὧὶὭὸ est nul ou sous une certaine tolérance, une racine est 

identifiée. 

Malheureusement, en r¯gle g®n®rale, cette strat®gie nôoffre pas de r®sultats probants. La 

principale raison donnée par (Press et al. 1994) est quôun algorithme dôoptimisation ne fait 

pas de différence entre un minimum local et un minimum global (sauf quelques algorithmes 

dôexception exigeant de tr¯s longs temps de calcul comme les algorithmes génétiques, de 

Recuit Simulé (« Simulated Annealing ») ou encore de colonies de Fourmies (« Ant Colony 

Optimization è ACO). Un minimum local donnant un crit¯re dôarr°t non-nul est synonyme 

dô®chec de lôalgorithme. Donc à moins de lancer plusieurs optimisations en séries selon des 

stratégies comme celle de Monte-Carlo, les chances sont grandes que lôalgorithme sôarr°te 

sur un minimum local qui nôest pas une racine.  



40 

 

2.2.5 Traitement de contraintes 

Dans le domaine de la modélisation des stations dô®puration, le mod®lisateur dispose 

g®n®ralement de connaissances externes au mod¯le. Lôexemple le plus simple dôune telle 

connaissance est la fourchette dans laquelle devraient varier les variables dô®tat. Lôajout de 

contraintes à un mod¯le doit permettre dôutiliser cette information pour favoriser la 

convergence dôun algorithme purement math®matique vers les solutions ayant un sens 

physique.  

2.2.5.1 Fonction de pénalité 

Une fonction de pénalité peut être int®gr®e ¨ des algorithmes dôoptimisation pour simuler 

des contraintes dô®galit® (Edgar et al. 2001). Lôid®e de base est de transformer un probl¯me 

dôoptimisation avec contrainte en un probl¯me ®quivalent sans contrainte.  

Problème avec contrainte : 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆώᴆ 

0 = Ὣᴆώᴆ 
(69) 

Problème sans contrainte : 

 ὖᴆώᴆ,ὶ = Ὢᴆώᴆ+ ὶz Ὣᴆώᴆ
2
 (70) 

Dans le problème avec contrainte, le paramètre ὶ est le paramètre de pénalité. Puisque la 

fonction Ὣᴆ(ώᴆ) est strictement positive, la fonction ὖᴆ(ώᴆ,ὶ) trouvera son minimum là où 

Ὣᴆ(ώᴆ) est près de zéro. Un tel problème est généralement résolu de manière itérative en 

augmentant graduellement la valeur de ὶ. En effet, plus ὶ est petit, moins la contrainte nôest 

consid®r®e. ê lôinverse, plus ὶ est élevé, plus la contrainte est contraignante.  

Lôavantage dôune m®thode de p®nalit® est de pouvoir lancer un probl¯me avec contraintes 

sur des algorithmes déjà bien connus et maîtrisés travaillant  uniquement sur des modèles 

sans contrainte. Lôinconv®nient, par contre, vient de la structure du probl¯me reformul®. En 

effet, un tel problème génère une matrice hessienne (ᶯ2ὖᴆ) très mal conditionnée lorsque r 

devient très grand (Edgar et al. 2001). Une matrice mal conditionnée est numériquement 
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difficile à résoudre compte tenu des variations importantes des ordres de grandeur des 

nombres. Les erreurs numériques peuvent alors sôaccumuler et devenir tr¯s importantes. 

Une telle technique doit donc être utilisée avec circonspection.   

2.2.5.2 Fonction de barrière 

Lôajout dôune barri¯re est similaire ¨ une fonction de p®nalit®, mais sôapplique ¨ des 

contraintes dôin®galité (Edgar et al. 2001). Un probl¯me dôoptimisation avec contrainte 

dôin®galit® est donc transform® en un probl¯me sans contrainte comme suit : 

Problème avec contrainte : 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆώᴆ 

0 Ὣᴆώᴆ 
(71) 

Problème sans contrainte : 

 ὖᴆώᴆ,ὶ = Ὢᴆώᴆ ὶz ln Ὣᴆώᴆ  (72) 

Puisque la contrainte Ὣᴆώᴆ ne peut °tre n®gative, lôessai dôune valeur proche de la 

contrainte retournera un terme positif à ὖᴆώᴆ,ὶ tendant vers lôinfini, ce qui pénalisera la 

valeur essayée. Encore une fois, le paramètre ὶ permet de travailler itérativement avec une 

valeur faible pour commencer et une valeur qui augmente pour ramener la valeur optimale 

du bon côté de la contrainte. 

Il faut cependant noter que dans le cas de la fonction de pénalité comme dans le cas de la 

barrière, la valeur dite optimale varie en fonction du paramètre ὶ. La solution trouv®e nôest 

donc pas exacte, mais tend vers la solution exacte puisque les équations à traiter sont 

modifiées fortement.  

2.2.5.3 Transformation des variables 

La transformation de variable est une opération purement mathématique qui consiste à 

changer lôintervalle sur lequel rechercher un optimum pour éliminer les contraintes sur cette 

variable (Dochain et Vanrolleghem 2001). Ainsi, une variable contrainte entre un minimum 

et un maximum : 
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 ώάὭὲ < ώ< ώάὥὼ (73) 

peut être transformée pour remplacer ώ par lôexpression ®quivalente en ‰ donnée par 

lô®quation (74) : 

 ‰= tan
“

2
ᶻ

2ώ ώάὥὼ ώάὭὲ
ώάὥὼ ώάὭὲ

 (74) 

Lôavantage r®side en le fait que ‰ peut varier sans contrainte et être retransformé en ώ en 

tout temps sans jamais enfreindre les limites sur ώ, tel quôillustr® sur la Figure 9: 

 

Figure 9 : Équivalence entre la variable y et  ‰. 

Par la suite une optimisation sur ‰ peut °tre r®alis®e sans contrainte. Lorsque lôoptimum est 

trouv®, il ne reste quô¨ recalculer la valeur de ώ ¨ lôaide de lô®quation (75) : 

 ώ=
1

2
ᶻώάὥὼ+ ώάὭὲ + ώάὥὼ+ ώάὭὲ ᶻ

arctan ‰

“
 (75) 

Cette technique possède un avantage très important par rapport aux fonctions de pénalité et 

de barri¯re. Il sôagit de lôabsence de perturbation des fonctions dô®tat. Ainsi, dôun point de 

y min y max

0
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v
a
ri
a
b
le

 f
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vue alg®brique, il nôexiste aucune diff®rence entre les variables ώ et ‰ puisque la 

transformation pour passer de lôune ¨ lôautre est toujours exacte. De plus, travailler avec ‰ 

plut¹t quôavec une fonction de p®nalit® ou de barri¯re ne requiert quôune seule it®ration 

puisquôaucun param¯tre ne doit °tre modifi® pour augmenter la pr®cision de la r®ponse.  

2.2.6 Algorithmes alternatifs 

Les algorithmes étudiés jusquô¨ maintenant sont couramment utilis®s en pratique. 

Cependant, il existe une multitude de modèles ne pouvant être résolus par ces méthodes. 

Côest pourquoi plusieurs modifications permettant de favoriser la convergence sur des 

problèmes très complexes ont été développées.  

2.2.6.1 Algorithme utilisant le concept dôHomotopie 

Une variante int®ressante de lôalgorithme Hybride est lôîuvre de (Paloschi 1994). Dans ses 

travaux, il a d®montr® que lôutilisation du concept dôhomotopie pouvait am®liorer la 

convergence significativement dans certains probl¯mes que lôalgorithme Hybride ®tait 

incapable de résoudre.  

Le concept dôhomotopie consiste ¨ prendre deux objets math®matiques et ¨ les transformer 

de lôun ¨ lôautre de faon continue. Dans le cadre dôun algorithme de r®gime permanent, ces 

deux objets sont deux ensembles dô®quations et la transformation est donnée par la formule 

suivante : 

 Ὄώᴆ,ɡ = 1 ɡ Ὢzᴆώᴆ+ ɡ Ὣzᴆώᴆ (76) 

Ainsi, le paramètre ɡ variera entre 0 et 1 pour offrir une transformation continue entre Ὢᴆώᴆ 

et Ὣᴆώᴆ. Tout ce qui reste à déterminer est la forme que prendra le syst¯me dô®quations 

 Ὣᴆώᴆ. 

La méthode proposée par (Paloschi 1994) consiste ¨ dôabord tenter de r®soudre le syst¯me 

dô®quation Ὢᴆώᴆ ¨ lôaide de lôalgorithme Hybride. En cas dô®chec, un syst¯me dô®quation 

Ὣᴆώ ᴆ est construit sous la forme : 
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 Ὣᴆώᴆ= Ὢᴆώᴆ Ὢᴆ(ώᴆὯ) (77) 

où Ὢᴆ(ώᴆὯ) est la meilleure solution calcul®e par lôalgorithme Hybride. Ce syst¯me est facile 

à résoudre numériquement lorsque ώᴆ est proche de ώᴆὯ. Le paramètre ɡ prend alors une 

valeur différente de zéro. Plus cette valeur est grande, plus lôinfluence du syst¯me 

dô®quation original est faible et plus le syst¯me r®sultant est facile ¨ r®soudre. Lorsquôune 

solution au syst¯me dô®quation Ὄώᴆ,ɡ est trouvée, il est possible de réduire ɡ pour trouver 

une solution du système dô®quation original, ce qui est fait lorsque ɡ est ramené à zéro.  

Bien que cette méthode semble présenter un excellent taux de succès (98% des problèmes 

test®s par les auteurs ont converg® ¨ une solution contre 61% lorsque lôalgorithme Hybride 

était utilisé seul), elle est également très coûteuse en temps de calcul puisque chaque 

variation du paramètre ɡ entra´ne la solution dôun nouveau syst¯me dô®quation.  

2.2.6.2 Couplage simulation ï r®solution de syst¯me dô®quation pour calculer le 

Régime Permanent 

Certains modèles sont si complexes que ni la simulation, ni les algorithmes traditionnels 

pour calculer le R®gime permanent ne sont efficaces. Côest le cas pr®sent® par (Shiraishi et 

al. 2009) dans le cadre dôun mod¯le de voies m®taboliques. Le mod¯le d®crit est tr¯s raide 

(« stiff »), ce qui nécessite des algorithmes particuliers pour le résoudre en simulation. Ces 

algorithmes, tr¯s sp®cialis®s, nô®taient pas suffisant puisque certaines variables dô®tat 

devenaient négatives. Lorsque ces variables représentent des quantités comme des 

concentrations, une valeur n®gative est synonyme dô®chec de lôalgorithme.  

Pour résoudre leur problème, (Shiraishi et al. 2009) proposent de transformer 

graduellement leur syst¯me dô®quations diff®rentielles ordinaires (£DO ou ODE en anglais) 

en syst¯me dô®quation diff®rentielles et alg®briques (£DA ou DAE en anglais) pour 

calculer le régime permanent du modèle.  

Une méthode empirique est donc propos®e qui consiste ¨ dôabord tenter de r®soudre le 

syst¯me dô®quations diff®rentielles par un algorithme traditionnel. En cas dô®chec, toutes 

les équations différentielles ayant retourné une valeur finale négative sont transformées en 
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équations algébriques implicites (donc de la forme ώᴆᴂ= Ὢᴆώᴆ à la forme 0 = Ὢᴆ(ώᴆ)) et une 

nouvelle solution est calculée.  

Il est à noter que les résultats dynamiques ne sont pas exacts et ne tentent pas de représenter 

la réalité. Seules les valeurs au r®gime permanent sont dôint®r°t. 

Comme dans le cas de la m®thode utilisant le concept dôHomotopie, il sôagit dôun 

algorithme ¨ nôemployer que lorsque les algorithmes traditionnels sont inefficaces compte 

tenu de la lourde surcharge de calcul impliquée. 

2.3 Sommaire 

Beaucoup de travaux ont été réalisés sur des techniques numériques pour favoriser 

lôutilisation de mod¯les math®matiques. De ces travaux, deux approches sont observables. 

La première consiste à offrir une solution robuste et performante à tous les problèmes 

math®matiques. Les algorithmes d®velopp®s ici seront dôune tr¯s grande simplicit® et un 

minimum de superflu est visible. Ainsi, lôalgorithme dôint®gration RK4 est toujours utilis® 

bien que dôune tr¯s grande simplicit®. En r®gime permanent, les algorithmes de Broyden et 

Hybride sont deux implémentations de la méthode de Newton-Raphson où le calcul du 

Jacobien est simplifi® ¨ lôaide de diff®rences finies. La stabilit® de ces algorithmes est 

également améliorée pour permettre la résolution de plus de probl¯mes quôun simple 

algorithme de Newton-Raphson (méthode de la zone de confiance, par exemple). Mais dans 

lôensemble, il sôagit dôalgorithmes r®duits ¨ leur plus simple expression.  

La seconde approche consiste à développer des méthodes spécifiques à des problèmes 

difficiles. Ainsi, les algorithmes dôint®gration capable de r®soudre des mod¯les raides 

(algorithme de Runge-Kutta implicite, CVODE, technique de différentiation arrière) sont 

très performants mais ce sont également des algorithmes très complexes qui pourront 

prendre plus de ressources pour résoudre des problèmes simples. Dans la même veine, 

utiliser une m®thode dôhomotopie pour r®soudre un mod¯le au r®gime permanent offre 

dôexcellents taux de convergence. Par contre, une telle approche implique la r®solution dôun 

grand nombre de sous-modèles avant de calculer la solution à un modèle final. Le temps de 

calcul peut donc exploser et devenir problématique.  
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3 Matériel et Méthodes 

3.1 Tornado 

Lôenvironnement de d®veloppement de ce m®moire est Tornado, développé par 

MOSTforWATER (Kortrijk, Belgique). Il sôagit dôun ensemble dôoutils math®matiques 

permettant de réaliser des expériences virtuelles (évaluations de modèles mathématiques). 

Son architecture logicielle est abondamment documentée dans (Claeys 2008a). 

Les outils disponibles incluent un compilateur (MOF2T) permettant de transformer un 

modèle écrit dans un langage de modélisation (Modelica ou MSL) en un modèle 

exécutable.  

Tornado est développé en C++, un langage de programmation orienté objet. Son 

développement modulaire permet la superposition de nombreux algorithmes sous forme de 

bibliothèque de liens dynamiques (dynamic link library ou dll en anglais). Le 

d®veloppement dôun nouvel algorithme se fait donc en cr®ant une nouvelle biblioth¯que sur 

le mod¯le dôun algorithme existant.  

Lôenvironnement Tornado offre ®galement des fonctions permettant de communiquer avec 

certaines fonctions dôun mod¯le, selon les besoins. Les mod¯les ¨ r®soudre ®tant 

g®n®ralement tr¯s complexes, une seule fonction permettant dô®valuer les ®quations 

diff®rentielles est insuffisante. Côest pourquoi, les fonctions suivantes doivent °tre appel®es 

selon le besoin : 

        m_pCallbackTime - >SetTime(t);  

        m_pInput - >Input();  

        m_pModel - >ComputeState();  

        m_pModel - >ComputeOutput();  

        m_pModel - >CheckBounds();  

        m_pModel - >Update();  

        m_pOutput - >Output();  

La première fonction (SetTime(t) ) sert à indiquer à Tornado où en est rendue la 

simulation. La seconde (Input() ) sert ¨ calculer les entr®es provenant dôun fichier 

dôentr®es ou dôun g®n®rateur dôentr®es du mod¯le. La fonction ComputeState()  représente 

le cîur du mod¯le. Côest dans cette fonction que sont calcul®es les ®quations diff®rentielles 
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sur la base des variables dô®tat. La fonction ComputeOutput()  est appelée à chaque pas de 

temps compl®t® pour calculer les variables en sortie de lôalgorithme. La fonction 

CheckBoun ds()  sôassure que les limites ne sont pas d®pass®es. Le comportement de cette 

fonction doit °tre sp®cifi® par lôutilisateur. Ainsi, en cas de d®passement des limites, il est 

possible de : ne rien faire, émettre un avertissement tout en continuant la simulation et 

®mettre un message dôerreur et arr°ter lôexp®rience. La fonction Update()  est utilisée pour 

gérer les mémoires tampons nécessaires à certaines fonctions. Finalement, la fonction 

Output()  gère les sorties, que ce soit pour les enregistrer dans un fichier texte, pour tracer 

un graphique ou pour communiquer avec une application extérieure à Tornado. 

3.1.1 Algorithmes disponibles ï Intégrateurs 

La plateforme Tornado poss¯de 25 impl®mentations dôint®grateurs diff®rents. Cependant, 

cela ne signifie pas quôils sont tous utilisés en pratique. En effet, six de ces intégrateurs sont 

des implémentations particulières de la méthode de Runge-Kutta ¨ pas fixe, côest-à-dire que 

lôerreur accumul®e ¨ chaque pas nôest pas consid®r®e. 

Néanmoins, la présence de nombreux algorithmes différents permet de choisir celui le plus 

adapt® au calcul dôun mod¯le particulier. (Claeys 2008b) propose dôailleurs diff®rentes 

avenues pour optimiser le choix dôun algorithme. 

Il faut également noter que dans sa version actuelle, la plateforme Tornado ne peut résoudre 

que des mod¯les compos®s dô®quations diff®rentielles ordinaires : 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆ(ώᴆ,ὸ) (78) 

Il nôest donc pas possible de r®soudre des mod¯les d®crits par des syst¯mes dô®quations 

différentielles et algébriques : 

 ώᴆᴂ= Ὢᴆ(ώᴆ,ᾀᴆ,ὸ) 
0 = Ὣᴆ(ώᴆ,ᾀᴆ,ὸ) 

(79) 
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3.1.2 Algorithmes disponibles ï Résolution de syst¯mes dô®quations 

Si plusieurs intégrateurs sont disponibles, il en va tout autrement dans le cas des 

algorithmes de r®solution de syst¯mes dô®quations non-linéaires nécessaires pour, par 

exemple, calculer le r®gime permanent dôun mod¯le. Les deux seules implémentations 

disponibles sont la m®thode de Broyden et lôalgorithme Hybride de la biblioth¯que 

MINPACK. 

Dans leur implémentation actuelle, les deux algorithmes utilisent une décomposition QR 

pour inverser leur Jacobien. Cependant, seul lôalgorithme de Broyden envoie un message 

dôerreur si le Jacobien est singulier, bien que la d®composition soit r®ussie. 

Bien quôun Jacobien singulier soit synonyme de syst¯me dô®quation sous-déterminé 

(autrement dit, moins dô®quations ind®pendantes que de variables), il existe des cas de 

figure o½ un tel comportement est recherch®. Côest le cas lorsquôune ®quation alg®brique 

implicite sert de contrainte sous la forme : 

 0 = Ὤ(ώᴆ,ᾀᴆ,ὸ) (80) 

Pour travailler, lôalgorithme essaie des valeurs diff®rentes de ώᴆ et de ᾀᴆ jusquô¨ ce que la 

fonction soit annulée. Cependant, durant tout le processus, le résidu de la fonction doit être 

assigné à une variable. Lô®quation (80) doit donc être reformulée comme suit : 

 ᾀὲ+ 1 = Ὣὲ+ 1(ώᴆ,ᾀ0,ȣ,ᾀὲ,ὸ)  (81) 

Sous cette forme, puisque ᾀὲ+ 1 nôappara´t dans aucune ®quation, toutes les d®rivées par 

rapport à elle-même seront nulles. La colonne 
Ὠ

Ὠᾀὲ+ 1
 rend donc tout Jacobien singulier. De 

plus, une d®composition LU telle quôimpl®ment®e par (Press et al. 1994) impliquerait une 

division par zéro, ce qui interdirait lôutilisation de la m®thode. Par contre, la d®composition 

QR peut être réalisée sur une matrice singulière et une solution à la matrice peut être 

calculée. Seulement, une matrice singulière étant sous-déterminée, les variables comme 

ᾀὲ+ 1 de lô®quation (81) peuvent prendre nôimporte quelle valeur et r®soudre lô®quation. 

Leur comportement sur certains algorithmes peut donc être aléatoire.  
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3.1.3 Expériences virtuelles 

La plateforme Tornado permet de réaliser diverses expériences virtuelles. Le tutoriel joint à 

lôAnnexe A permet de réaliser les diverses expériences disponibles.  

Ces expériences possèdent différents niveaux hiérarchiques. Les deux expériences de base 

sont le calcul du régime permanent (ExpSSRoot , ExpSSOptim ) et la simulation dynamique 

(ExpSimul ). Les expériences de niveau supérieur utilisent ces expériences de base pour 

construire des structures répondant à divers objectifs. La Figure 10 est tirée de (Claeys 

2008a) et montre les diff®rents niveaux dôexp®riences. 

 

Figure 10 : Différentes expériences virtuelles disponibles sur la plateforme Tornado (Claeys 

2008a). 

Dans le cadre de ce projet, seules les expériences de simulation (ExpSimul ) et de calcul du 

régime permanent (ExpSSRoot ) ont été utilisées.  

Comme le montre la Figure 10, lô®l®ment essentiel pour lancer une simulation est le mod¯le 

en soit. Les modèles utilisés en Tornado sont typiquement écrits en Modelica ou en MSL. Il 

est également possible de créer un modèle sur le logiciel WEST. Le logiciel WEST est un 

logiciel de simulation également développé par MOSTforWATER. Dans un futur proche, 
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WEST et Tornado fusionneront pour que le premier offre une interface graphique 

conviviale et efficace alors que Tornado gérera les aspects du calcul numérique. Il est déjà 

possible de convertir un mod¯le dôune plateforme ¨ lôautre, offrant une possibilit® 

supplémentaire pour le développement de modèles.  

Puisque les fichiers contenant le modèle sont de simples fichiers textes, la première étape 

consiste à construire une bibliothèque de liens dynamiques (fichier .dll) à partir du fichier 

texte. Pour se faire, deux applications développées sur la plateforme Tornado sont 

nécessaires. La première, MOF2T.EXE, sert à compiler le modèle une première fois et à le 

convertir en langage C. Cette ®tape permet ®galement dôoptimiser le mod¯le en r®alisant 

certaines simplifications et en triant efficacement les équations du modèle (Claeys et al. 

2007) (voir la section Compilateur MOF2T). Une fois lôex®cution de MOF2T.EXE terminée, 

deux fichiers sont créés. Le premier est le modèle comme tel en langage C et le second est 

un fichier xml contenant toutes les informations symboliques (liens entre les paramètres, 

valeurs initiales des paramètres et variables, etc.).  

La seconde application est TBUILD.EXE . Son rôle est de générer la bibliothèque de liens 

dynamiques sur la base du modèle réécrit en C.  

Lorsque le modèle est généré et fonctionnel, il est possible de créer les expériences 

virtuelles. Une exp®rience virtuelle se pr®sente sous la forme dôun fichier xml. Ce fichier 

est g®n®r® automatiquement par lôapplication TMAIN.EXE de Tornado et contient toutes les 

informations dont lôex®cuteur dôexp®rience TEXEC.EXE a besoin pour r®aliser lôexp®rience 

virtuelle en question. Un fichier représentant une simulation est présenté ci-dessous : 
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Il est possible de modifier ce fichier selon les besoins ¨ remplir puisque lôexp®rience 

virtuelle a préséance sur le modèle symbolique généré à la compilation. Si un paramètre se 

voit assigner une valeur dans lôexp®rience symbolique, la valeur assign®e dans le mod¯le 

symbolique est ®cras®e. Cette gestion permet un acc¯s facile aux param¯tres dôint®r°t sans 

<Tornado > 

  <Exp Version ="1.0" Type ="Simul">  

    <Props > 

      <Prop  Name="Author" Value ="PCYRIL \ Cyril"/>  

      <Prop  Name="Date" Value ="Mon Feb 09 15:46:01 2009"/>  

      <Prop  Name="FileName" 

Value ="AcidBase.Simul.Exp.xml|.Tornado"/>  

      <.../>  

    </ Props > 

    <Simul > 

      <Model  Name="AcidBase" CheckBounds ="false"  

             StopWhenBoundsViolation =" false "   

             StopWhenSteadyState ="false">  

      </ Model > 

      <Inputs  Enabled ="true">  

        <Input  Name="*Calc*">  

        </ Input > 

      </ Inputs > 

      <Outputs  Enabled ="true">  

        <Output  Name="File">  

          <File  Name="AcidBase.Simul.out.txt" Enabled ="true">  

            <Props > 

              <Prop  Name="CommInt" Value ="0.01"/>  

              <Prop  Name="Precision" Value ="8"/>  

              <.../>  

            </ Props > 

          </ File > 

        </ Output > 

      </ Outputs > 

      <Time > 

        <Props > 

          <Prop  Name="StartTime" Value ="0"/>  

          <Prop  Name="StopTime" Value ="50"/>  

        </ Props > 

      </ Time > 

      <Solve > 

        <Integ  Method ="CVODE"> 

          <Props > 

            <Prop  Name="MaxNoSteps" Value ="0"/>  

            <Prop  Name="RelativeTolerance" Value ="1e - 0015"/>  

            <.../>  

          </ Props > 

        </ Integ > 

      </ Solve > 

    </ Simul > 

  </ Exp> 

</ Tornado > 
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modifier la version originale du mod¯le puisquôil est toujours possible dôy revenir en 

effaçant les assignations du fichier de lôexp®rience.  

Une fois lôexp®rience virtuelle bien d®finie, il ne reste quô¨ lôex®cuter ¨ lôaide de 

lôapplication TEXEC.EXE. Cette application fait le lien entre les algorithmes choisis pour 

r®aliser lôexp®rience et le mod¯le.  

LôAnnexe A décrit les différentes expériences virtuelles disponibles ainsi que les 

manipulations à réaliser en ligne de commande (DOS) pour y parvenir. 

3.1.4 Compilateur MOF2T  

Tel quôindiqu® pr®c®demment, la plateforme Tornado supporte quelques langages de 

programmation (Modelica, MSL, etc.). Cependant, pour être exécuté, un modèle doit être 

compil® en une biblioth¯que de liens dynamiques. Puisquôun compilateur, commercial (ex : 

Visual Studio de Microsoft) ou non (ex : Borland), doit être utilisé pour générer cette 

bibliothèque, un programme est nécessaire pour convertir les langages de modélisation en 

un langage plus commun, le C. Sur la plateforme Tornado, ce programme est MOF2T.  

MOF2T lit un mod¯le ®crit en Modelica et lôinterpr¯te selon les préceptes de lex & yacc 

(Levine et al. 1992). Le programme r®alise dôabord une analyse lexicale. Durant cette 

étape, le mod¯le est lu et converti en une s®quence dôunit®s lexicales. Ces unit®s lexicales, 

aussi appel®es des nîuds, repr®sentent chaque ®l®ment du mod¯le et un nîud sp®cifique 

existe pour chaque ®l®ment possible. Cette interpr®tation sôexprime mieux par un exemple. 

Ainsi, lô®quation (82) est r®®crite sous forme de ses diff®rents nîuds ¨ la Figure 11. 

 ὼ= 3 ώz+ sin “ 2  (82) 
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Figure 11 : représentation de l'équation (82) sous forme dôunit®s lexicales 

Cette forme de représentation permet de réécrire tout le mod¯le sous la forme dôun arbre 

dôunit®s o½ les diff®rentes op®rations sont li®es. De plus, la repr®sentation de la Figure 11 

intègre la gestion de la priorité des opérations. En effet, le nîud « Multiplication » 

multiplie 3 au r®sultat du nîud Addition. Il est donc possible de descendre lôarbre pour 

conna´tre les op®rations ¨ r®aliser et dôensuite le remonter en remplaant chaque nîud par 

la solution de son expression.  

Le programme MOF2T représente donc le modèle en entier de cette façon en commençant 

avec un nîud appel® FCLASS qui indique le d®but du mod¯le. Ce nîud est ensuite li® ¨ 

diff®rents autres nîuds qui composent les diff®rentes sections dôun mod¯le. Il est donc 

possible de parcourir le mod¯le en entier en passant dôun nîud ¨ lôautre. Côest ainsi que le 

mod¯le est simplifi®. Trois op®rations sont r®alis®es sur les ®quations du mod¯le. Dôabord, 

les expressions constantes sont ®valu®es. Ainsi lôexpression sin “ 2  de lô®quation (82) 

est remplacée par sa valeur (-2) durant cette étape. Ensuite, les équivalences sont résolues. 

Ces équivalences sont de la forme ὼ= ώ. En remplaçant les ὼ par le ώ correspondant, les 

temps de calculs ont montr® des r®ductions allant jusquô¨ 30% (Claeys 2008a). Finalement 

certaines équations ne sont basées que sur des paramètres et des constantes. Ces équations 

retournent donc une valeur constante tout au long dôune simulation. MOF2T sôassure alors de 



54 

 

ne les calculer quôune seule fois en les d®plaant ¨ la section des ®quations initiales. Le 

même raisonnement est fait sur les équations ne servant quô¨ calculer les sorties. Ces 

équations sont regroupées dans une section spécifique qui ne sera calculée que lorsque les 

variables en sortie sont demand®es. Un gain de temps de calcul allant jusquô¨ 20% a pu °tre 

observé par (Claeys 2008a). 

Repr®senter les ®quations sous forme dôarbre permet finalement lôutilisation dô®quations 

récursives. Par exemple, une fonction servant à substituer toutes les occurrences de ώ dans 

un modèle par ᾀ commencerait par lire le premier nîud de lô®quation. Sôil sôagit de la 

variable ώ, la substitution est réalisée et la fonction est terminée. Dans le cas contraire, si le 

nîud nôa pas dôenfant (des liens vers dôautres nîuds), il nôy a pas de substitution et la 

fonction est termin®e. Si le nîud a des enfants (ex : un nîud de multiplication), la fonction 

est r®appel®e sur tous les enfants du nîud.  

Ces équations récursives tirent leur puissance de leur simplicité. En effet, la fonction de 

lôexemple pr®c®dent ne doit g®rer que les trois cas d®crits et ce, peu importe la complexit® 

des équations. Écrire une fonction équivalente sans utiliser de fonction récursive 

n®cessiterait lôusage de boucles de programmation complexes et lourdes. 

3.2 Modèles utilisés pour tester les algorithmes 

Un algorithme dôint®gration ou de calcul du r®gime permanent est un outil. Comme tel, il 

est donc incapable de retourner de résultat si aucun modèle ne lui est fourni, de la même 

faon quôil est impossible de savoir si un marteau va bien sans clou ¨ enfoncer ou ¨ retirer. 

Côest dans ce but que trois mod¯les ont ®t® utilis®s pour d®terminer les performances des 

algorithmes proposés. Ils sont tous développés en Modelica puisque côest ce langage 

quôaccepte le logiciel Tornado.  
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3.2.1 Modèle Acide ï Base 

Lôobjectif de ce mod¯le est de repr®senter les r®actions dô®quilibre des esp¯ces suivantes : 

 ὔὌ3 + Ὄ+ ᵶὔὌ4
+  (83) 

 ὕὌ + Ὄ+ ᵶὌ2ὕ (84) 

Ces ®quations dô®quilibre d®crivent les quatre demi-réactions présentées ci-dessous: 

 ὔὌ3 + Ὄ+
Ὧ1
ᴼὔὌ4

+  (85) 

                       ὔὌ4
+
Ὧ2
ᴼὔὌ3 + Ὄ+  (86) 

Et 

 ὕὌ + Ὄ+
Ὧ3
ᴼὌ2ὕ (87) 

                          Ὄ2ὕ
Ὧ4
ᴼὕὌ + Ὄ+  (88) 

Les constantes cinétiques peuvent être réécrites sous la forme mieux connue suivante 

(Reichert et al. 2001) : 

 

Ὧ_ὔ= Ὧ1 

ὑ_Ὡή_ὔ=
Ὧ2

Ὧ1
 

Ὧύ = Ὧ3 

ὑ_Ὡή_ύ=
Ὧ4

Ὧ3 × Ὄ2ὕ
 

(89) 

Dans le contexte de cette étude, cependant, les cinétiques revêtent une importance minimale 

puisque seul lô®quilibre est recherch®. Cependant, le fait de pouvoir les modifier permet de 

changer radicalement le comportement du modèle.  
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3.2.1.1 Modèle en langage Modelica 

fclass AcidBase  

  parameter Real k_w = 1e - 4;  

  parameter Real k_N = 1e - 1;  

  parameter Real K_eq_w = 1e - 14;  

  parameter Real K _eq_N = 10^( - 9.2);  

  parameter Real N_tot = 1e - 5;  

  parameter Real pH_init = 7;  

 

  Real S_H(start = 1e - 7, min = 0);  

  Real S_NH3(start = 0, min = 0);  

  Real S_NH4(start = 1e - 5, min = 0);  

  Real S_OH(start = 1e - 7, min = 0);  

  Real Z_plus(start = 1e - 5);  

  Real delta_Z(start = 0);  

   

  output Real o_S_H(min = 0);  

  output Real o_S_OH(min = 0);  

  output Real o_S_NH3(min = 0);  

  output Real o_S_NH4(min = 0);  

  output Real o_delta_Z;  

 

equation  

  der(S_OH) = k_w * (1 -  (S_H * S_OH) / K_eq_w);  

  der(S_H) = k_w * (1  -  S_H * S_OH / K_eq_w)  

           + k_N * (S_NH4 -  S_NH3 * S_H / K_eq_N);  

  der(S_NH3) = k_N * (S_NH4 -  S_NH3 * S_H / K_eq_N);  

  S_NH4 = N_tot -  S_NH3; 

  der(delta_Z) = (S_H + S_NH4 -  S_OH -  Z_plus);  

 

  o_S_H = S_H;  

  o_S_OH = S_OH;  

  o_S_NH3 = S_NH3;  

  o_S_NH4 = S_NH4;  

  o_delta_Z = delta_Z;  

end AcidBase;  

La premi¯re section dôun mod¯le ®crit en Modelica repr®sente la d®claration des variables 

et param¯tres. Côest ici que sont d®clar®s les param¯tres k_w, k_N, K_eq_N et K_eq_w. Le 

paramètre N_tot  représente la quantit® dôazote totale dans le mod¯le donn®e par : 

 ὔὸέὸ= ὔὌ3 + ὔὌ4
+  (90) 

Les variables S_H, S_NH3, S_NH4 et S_OH représentent les concentrations des ions et 

molécules Ὄ+ , ὔὌ3, ὔὌ4
+  et ὕὌ . Le préfixe « S_ » vient de la notation utilisée dans les 

mod¯les de traitement dôeaux us®es d®signant les esp¯ces solubles par ç S » et les espèces 

particulaires par « X ». Finalement, la variable Z_plus  représente la charge résiduelle en 
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solution et les ions spectateurs. Sa valeur est calculée sur la base des concentrations 

initiales de Ὄ+ , ὔὌ4
+  et ὕὌ  comme suit :  

 ὤὴὰόί= Ὄ+ + ὔὌ4
+ ὕὌ  (91) 

La variable delta_Z  est une variable fictive. Elle sert à ajouter une équation algébrique de 

la forme  

 0 = Ὣ(ώ,ὸ) (92) 

Le but ®tant de g®n®rer lô®quation (93) . 

 0 = Ὄ+ + ὔὌ4
+ ὕὌ + ὤὴὰόί (93) 

Cette forme dô®quation nôest pas permise en Modelica ï Tornado. Cependant, lorsque le 

régime permanent est calcul®, il est possible dôajouter cette ®quation sous forme dô®quation 

diff®rentielle, dôo½ le besoin dôune variable dont la valeur devra °tre z®ro. De plus, sa 

présence ne devrait pas influencer le calcul du régime dynamique du modèle. 

Malheureusement, lô®quation (93) sous forme différentielle (équation (94)) est 

numériquement instable. Lorsque le modèle est résolu en régime dynamique, cette équation 

doit donc être éliminée. 

 
ὨὈὩὰὸὥὤ
Ὠὸ

= Ὄ+ + ὔὌ4
+ ὕὌ + ὤὴὰόί (94) 

La section des variables de sorties (dont la déclaration commence par « output ») sert à 

extraire les valeurs lors de lôex®cution du mod¯le. 

3.2.1.2 Équations Initial es 

La section dô®quations initiales, non présente dans le modèle présenté, sert à initialiser des 

param¯tres ou les valeurs initiales des variables dô®tat. Cependant, les techniques 

employ®es par Tornado interdisent dôinitialiser les variables dô®tat dans cette section si le 

régime permanent doit être calculé puisque les équations de cette section sont calculées à 



58 

 

chaque itération lorsque le régime permanent est recherché. Néanmoins, les valeurs initiales 

des différentes variables sont calculées manuellement ¨ lôaide des ®quations suivantes : 

 Ὓ_Ὄ =  10 ὴὌὭὲὭὸὭὥὰ (95) 

 Ὓ_ὕὌ =
ὑ_Ὡή_ύ

Ὓ_Ὄ
   (96) 

 Ὓ_ὔὌ4 =  ὔ_ὸέὸ ɀ Ὓ_ὔὌ3 (97) 

 ὤ_ὴὰόί =  Ὓ_Ὄ +  ὔ_ὸέὸ  Ὓ_ὔὌ3  Ὓ_ὕὌ (98) 

3.2.1.3 £quations dô£tat 

Ce modèle Acide-Base contient trois variables dô®tat ind®pendantes : Ὄ+ , ὕὌ   et ὔὌ3. La 

concentration du ὔὌ4
+  nôest pas ind®pendante puisquôelle peut être calculée algébriquement 

¨ partir dôun simple bilan de masse sur lôazote. La premi¯re ®quation diff®rentielle contr¹le 

la concentration en ion hydroxyde : 

der(S_OH) = k_w * (1 -  (S_H * S_OH) / K_eq_w);  

La seconde équation différentielle contrôle la concentration en ions hydrogènes :  

der(S_H) = k_w * (1 -  S_H * S_OH / K_eq_w)  

           + k_N * (S_NH4 -  S_NH3 * S_H / K_eq_N);  

Cette ®quation d®pend de lô®quilibre Ὄ+  ὕὌ  et de lô®quilibre ὔὌ3  ὔὌ4
+ . La 

troisi¯me ®quation diff®rentielle contr¹le la concentration dôammoniac : 

der(S_NH3) = k_N * (S_NH4 -  S_NH3 * S_H / K_eq_N);  

Lô®quation suivante repr®sente la relation entre lôammoniac et lôion ammonium. Puisque la 

quantit® dôazote dans le mod¯le est constante, la concentration de lôion ammonium est 

calculée directement : 

S_NH4 = N_tot -  S_NH3;  

En observant les trois équations différentielles de plus près, il est possible de voir que 

lô®quation contrôlant  Ὄ+  est une combinaison linéaire des deux autres. Si ce fait ne crée 

aucun problème lors de simulations dynamiques, le système ne permet pas de résoudre 

simultan®ment les trois ®quations en r®gime permanent puisquôil est sous-d®termin®, côest-

à-dire quôil possède une infinité de solutions. Ce système sous-déterminé est résolu par 
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lôajout dôune quatri¯me ®quation contenant une variable fictive. Cette ®quation sert ¨ fixer 

lô®quilibre de la charge du mod¯le Acide ï Base : 

 0 = Ὄ+ + ὔὌ4
+ ὕὌ + ὤ+  (99) 

Puisque la plateforme Tornado nôaccepte pas dô®quation implicite, lô®quation (99) doit être 

r®®crite sous une forme explicite dôune ®quation diff®rentielle au r®gime 

permanent possédant une variable fictive, donc sans int®r°t tant que lô®quation est r®solue : 

der(delta_Z) = (S_H + S_NH4 -  S_OH -  Z_plus);  

Le modèle sera toujours sous-déterminé, mais la seule variable qui soit possible de fixer 

arbitrairement devient cette variable fictive delta_Z, garantissant que le sous-système 

dôint®r°t est, lui, bien d®termin®. 

3.2.1.4 Équations de sortie 

Finalement, les quatre dernières équations permettent de générer des fichiers de sortie du 

modèle dynamique. 

 o_S_H = S_H;  

 o_S_OH = S_OH;  

 o_S_NH3 = S_NH3;  

 o_S_NH4 =  S_NH4; 

 o_delta_Z = delta_Z;  

3.2.2 Modèle Prédateur ï Proie 

Le second modèle utilisé pour tester les algorithmes est un modèle suivant les populations 

de prédateurs et de proies. Ce modèle est tiré de la base de modèles de Tornado et est 

dérivé du modèle classique de Lotka-Volterra. Il ne contient que deux variables dô®tat, soit 

les populations de prédateur et de proie. Il tient compte des processus les plus simples des 

modèles prédateur-proie, soit les naissances ï mortalité de chaque population et la 

prédation. Ses ®quations dô®tat sont : 

 
ὨὖὶέὭὩ

Ὠὸ
= ὧ4 ὖzὶέὭὩ ὧ1 ὖzὶὩὨz ὖὶέὭὩ+ ὧ5 ὖzὶέὭὩ2  (100) 

 
ὨὖὶὩὨ

Ὠὸ
= ὦz ὧ1 ὖzὶὩὨz ὖὶέὭὩ ὧ2 ὖzὶὩὨ+ ὧ3 ὖzὶὩὨ2  (101) 



60 

 

Dans ces conditions, le modèle Prédateur ï Proie peut exprimer quatre comportements 

dynamiques qui dépendent des populations initiales des proies et prédateurs : 

1. Les deux populations sont à zéro : Le modèle ne montre aucune évolution des populations 

et restent à zéro. 

2. La population de proies est nulle : La population de pr®dateur d®croit jusquô¨ z®ro. 

3. La population de prédateur est nulle : La population de proies cro´t jusquô¨ ce que 

lô®quilibre entre les naissances et les d®c¯s soit atteint. 

4.  Les deux populations sont non-nulles : Un équilibre est atteint entre les deux populations.  

Les paramètres utilisés (Tableau 2) ne font également pas apparaître de cycle entre les 

populations de prédateurs et de proies. Le modèle converge donc toujours vers une solution 

stable. 

Tableau 2 : Paramètres du modèle Prédateur ï Proie 

Paramètre Valeur 

c1 0.001 

c2 0.9 

c3 0.0001 

c4 1.1 

c5 1e-5 

b 0.02 
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3.2.2.1 Modèle en langage Modelica 

fclass PredatorPrey  

  parameter Real c1 = 0.001;  

  parameter Real c2 = 0.9;  

  parameter Real c3 = 0.0001;  

  parameter Real c4 = 1.1;  

  parameter Real c5 = 1e - 5;  

  parameter Real b = 0.02;  

 

  output Real pa_out;  

  output Real ps_out;  

 

  input Real pa.in_1;  

  input Real pa.in_2;  

  output Real pa.out_1;  

  Real pa.p(start = 1000) ;  

 

  input Real ps.in_1;  

  input Real ps.in_2;  

  output Real ps.out_1;  

  Real ps.p(start = 100);  

 

  input Real c5papa.in_1;  

  input Real c5papa.in_2;  

  output Real c5papa.out_1;  

  parameter Real c5papa.c = 1.0;  

 

  input Real c1paps.in_1;  

  input Real c1pap s.in_2;  

  output Real c1paps.out_1;  

  parameter Real c1paps.c = 1.0;  

 

  input Real c3psps.in_1;  

  input Real c3psps.in_2;  

  output Real c3psps.out_1;  

  parameter Real c3psps.c = 1.0;  

 

  input Real c4pa.in_1;  

  output Real c4pa.out_1;  

  parameter Real c4pa. c = 1.0;  

 

  input Real bc1paps.in_1;  

  output Real bc1paps.out_1;  

  parameter Real bc1paps.c = 1.0;  

 

  input Real c2ps.in_1;  

  output Real c2ps.out_1;  

  parameter Real c2ps.c = 1.0;  

 

  input Real c2ps_plus_c3psps.in_1;  

  input Real c2ps_plus_c3psps.in_2;  

  output Real c2ps_plus_c3psps.out_1;  

 

  input Real c5papa_plus_c1paps.in_1;  
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  input Real c5papa_plus_c1paps.in_2;  

  output Real c5papa_plus_c1paps.out_1;  

 

initial equation  

  c1paps.c = c1;  

  c2ps.c = c2;  

  c3psps.c = c3;  

  c4pa.c = c4;  

  c5papa.c = c5;  

  bc1paps.c = b;  

 

equation  

  der(pa.p) = (pa.in_1 -  pa.in_2);  

  pa.out_1 = pa.in_1 -  pa.in_2;  

  der(ps.p) = (ps.in_1 -  ps.in_2);  

  ps.out_1 = ps.in_1 -  ps.in_2;  

  c5papa.out_1 = c5papa.c * c5papa.in_1 * c5papa.in_2;  

  c1paps.out_1 = c1paps.c * c1paps.in_1 * c1paps.in_2;  

  c3psps.out_1 = c3psps.c * c3psps.in_1 * c3psps.in_2;  

  c4pa.out_1 = c4pa.c * c4pa.in_1;  

  bc1paps.out_1 = bc1paps.c * bc1paps.in_1;  

  c2ps.out_1 = c2ps.c * c2ps.in_1;  

  c2ps_plus_c3psps.out_1 = c2ps_plus_c3psps.in_1 +  

                           c2ps_plus_c3psps.in_2;  

  c5papa_plus_c1paps.out_1 = c5papa_plus_c1paps.in_1 +  

                             c5papa_plus_c1paps.in_2;  

  pa_out = pa.p;  

  ps_out = ps.p;  

  bc1paps.in_1 = c5papa_plus_c1paps.in_1;  

  c5papa_plus_c1paps.in_1 = c1paps.out_1;  

  c2ps.in_1 = c3psps.in_1;  

  c3psps.in_1 = c3psps.in_2;  

  c3psps.in_2 = c1paps.in_1;  

  c1paps.in_1 = ps.p;  

  c2ps_plus_c3psps.in_1 = c2ps.out_1;  

  c2ps_plus_c3psps.in_2 = c3psps.out_1;  

  ps.in_2 = c2ps_plus_c3psps.out_1;  

  ps.in_1 = bc1paps.out_1;  

  c1paps .in_2 = c5papa.in_1;  

  c5papa.in_1 = c5papa.in_2;  

  c5papa.in_2 = c4pa.in_1;  

  c4pa.in_1 = pa.p;  

  c5papa_plus_c1paps.in_2 = c5papa.out_1;  

  pa.in_2 = c5papa_plus_c1paps.out_1;  

  pa.in_1 = c4pa.out_1;  

end PredatorPrey;  
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3.2.3 Modèle ASM1 

Le troisième modèle fut choisi pour avoir un cas classique venant du domaine du traitement 

biologique des eaux us®es. Côest pourquoi un mod¯le simple dôun r®acteur ¨ boues activ®es 

aéré ASM1 (Henze et al. 1987) est utilisé à titre de troisième modèle test. Ce modèle a été 

choisi pour sa complexit®, puisquôil contient 14 variables dô®tat (soit 11 de plus que le 

modèle Acide ï Base), et pour sa simplicité, puisquôil ne contient que 14 variables dô®tat 

(comparativement à 108 pour le modèle BSM1). Le modèle a été construit dans le logiciel 

WEST selon la Figure 12. 

 

Figure 12 : Modèle ASM1 construit sur le logiciel WEST 

Il faut noter que ce mod¯le ne se veut pas un mod¯le de station dô®puration r®aliste. Le but 

de ce modèle est de servir de test pour les différents algorithmes et non de permettre le 

dimensionnement dôune usine r®elle. Ainsi, les valeurs par défaut sont utilisées aussi 

souvent que possible.  

Les caract®ristiques de lôeau ¨ traiter sont constantes dans le temps et sont fournies par un 

g®n®rateur de variables dôentr®es appel® ç Input Generator è dans lôenvironnement WEST. 

Le modèle du réacteur aéré est basé sur le modèle ASM1 et comporte un volume fixe.  

La version en langage Modelica de ce modèle est trop longue pour être insérée dans ce 

rapport. Cependant, les paramètres utilisés pour exécuter les expériences virtuelles sont 

indiquées au Tableau 3 et les valeurs données en entrée au modèle sont au Tableau 4. Il faut 

noter que le logiciel WEST travaille avec des masses, et non des concentrations. De plus, 

les entrées sont fournies sous forme de concentration avant dô°tre converties en masses. 

Finalement, le r®gime permanent a ®t® calcul® ¨ lôaide dôune simulation ex®cut®e sur une 

période de temps suffisamment longue pour que les variables dô®tat soient stables. Les 

valeurs du Tableau 5 constituent le régime permanent de référence du modèle. 
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Puisquôun algorithme de recherche du r®gime permanent requiert des estim®s initiaux, les 

variables dô®tat se voient assigner un estim® initial par d®faut. Lorsquôune recherche des 

régimes permanents est lanc®e, seuls deux variables dô®tat voient leurs estim®s initiaux °tre 

modifiés. Cette approche offre de bons résultats puisque la variation de deux variables 

montre les limites des algorithmes de recherche du régime permanent en permettant de 

détecter des solutions ¨ lô®quilibre tr¯s vari®es. Les estimés initiaux de base sont affichés au 

Tableau 6. 
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Tableau 3 : Valeur numérique des paramètres du modèle ASM1 

Paramètre Valeur unités 

F_BOD_COD 0,65 ï 

F_TSS_COD 0,75 ï 

K_NH 1 
Ὣ ὔὌ3  ὔ

ά3
 

K_NO 0,5 
Ὣ ὔὕ3 ὔ

ά3
 

K_OA 0,4 
Ὣ ὕ2

ά3
 

K_OH 0,2 
Ὣ ὕ2

ά3
 

K_S 20 
Ὣ Ὀὅὕ

ά3
 

K_X 0,02 
Ὣ Ὀὅὕ ὰὩὲὸὩάὩὲὸ ὦὭέὨéὫὶὥὨὥὦὰὩ

Ὣ Ὀὅὕ ὧὩὰὰόὰὥὭὶὩ
 

Kla 50 Ὦέόὶ1 

S_O_Sat 8 
Ὣ ὕ2

ά3
 

Y_A 0,24 
Ὣ Ὀὅὕ ὴὶέὨόὭὸὩ

Ὣ ὔ ὧέὲίέάάéὩ
 

Y_H 0,67 
Ὣ Ὀὅὕ ὴὶέὨόὭὸὩ

Ὣ Ὀὅὕ ὧέὲίέάάéὩ
 

b_A 0,01 Ὦέόὶ1 

b_H 0,4 Ὦέόὶ1 

f_P 0,08 ï 

i_X_B 0,086 
Ὣ ὔ

Ὣ Ὀὅὕ
 

i_X_P 0,06 
Ὣ ὔ

Ὣ Ὀὅὕ
 

k_a 0,06 
ά3

Ὣ Ὀὅὕ× Ὦέόὶ
 

k_h 2 
Ὣ Ὀὅὕ ὰὩὲὸὩάὩὲὸ ὦὭέὨéὫὶὥὨὥὦὰὩ

Ὣ Ὀὅὕ ὧὩὰὰόὰὥὭὶὩ× Ὦέόὶ
 

mu_A 0,55 Ὦέόὶ1 

mu_H 4 Ὦέόὶ1
 

n_g 0,8 ï 

n_h 0,4 ï 
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Tableau 4 : Valeurs données en entrée au modèle ASM1 et Décanteur Ponctuel 

Variable Valeur Unité 

Mean[H2O] 1 000 ά3/Ὦέόὶ  
Mean[S_ALK] 10 Ὣ/ά3 

Mean[S_I] 10 Ὣ/ά3 

Mean[S_ND] 1 Ὣ/ά3 

Mean[S_NH] 5 Ὣ/ά3 

Mean[S_NO] 5 Ὣ/ά3 

Mean[S_O] 2 Ὣ/ά3 

Mean[S_S] 100 Ὣ/ά3 

Mean[X_BA] 10 Ὣ/ά3 

Mean[X_BH] 10 Ὣ/ά3 

Mean[X_I] 10 Ὣ/ά3 

Mean[X_ND] 1 Ὣ/ά3 

Mean[X_P] 1 Ὣ/ά3 

Mean[X_S] 10 Ὣ/ά3 

Tableau 5 : Valeur des variables d'état au Régime Permanent calculé par une simulation 

dynamique  

Variable 

dô®tat 

Valeur au Régime 

permanent 

Ὣ 

Valeur au Régime 

permanent 
Ὣ

ά3
 

Concentrations 

en entrée 
Ὣ

ά3
 

H2O 1e+009 1e+6  

S_ALK 9 593,46 9,593 10 

S_I 10 000 10,000 10 

S_ND 824,923 0,825 1 

S_NH 49,531 0,050 5 

S_NO 5 741,04 5,741 5 

S_O 7 001,52 7,002 2 

S_S 9 197,03 9,197 100 

X_BA 10 147,7 10,148 10 

X_BH 67 004 67,004 10 

X_I 10 000 10,000 10 

X_ND 43,229 0,043 2 1 

X_P 3 152,23 3,152 1 

X_S 471,74 0,472 10 
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Tableau 6 : Valeur des estimés initiaux des variables d'état utilisées pour lancer la recherche du 

régime permanent 

Variable 

dô®tat 

Estimé initial 

Ὣ 

Estimé initial 

(Ὣ/ά3) 

H2O 1e+009 1e+006 

S_ALK 9 000 9 

S_I 10 000 10 

S_ND 800 0,8 

S_NH 50 0,05 

S_NO 5 000 5 

S_O 7 000 7 

S_S 9 000 9 

X_BA 10 000 10 

X_BH 67 000 67 

X_I 10 000 10 

X_ND 40 0,04 

X_P 3 000 3 

X_S 400 0,4 

3.2.4 Modèle ASU (Activated Sludge Unit)  

Le modèle ASU est tiré de la banque de modèles tests fournis sur la plateforme Tornado et 

sur le logiciel WEST. Il est présenté à la Figure 13. 

 

Figure 13 : Représentation sous WEST du modèle ASU 
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Le réacteur biologique à volume variable est modélisé par le modèle ASM2d qui comporte 

20 variables dô®tat. Le d®canteur utilise le mod¯le de (Takacs et al. 1991) qui subdivise le 

décanteur en dix couches pour simuler la décantation de la liqueur mixte. Il contient dix 

variables dô®tat. La concentration en oxyg¯ne est contr¹l®e par une minuterie (ç switch » 

sur la Figure 13) qui fonctionne sur le mode « ouvert ï fermé ». Finalement, un fichier 

dôentr®es standard permet de simuler le mod¯le ASU en r®gime dynamique avec un affluent 

typique de station dô®puration (voir Figure 14) sur sept jours. 

 

Figure 14 : Profil de débit journalier typique 

Tous les paramètres du modèle sont les paramètres par défaut proposés par la plateforme 

Tornado. 

Lôutilisation dôune minuterie pour lôa®ration présente un comportement particulier 

complexe du point de vue numérique supplémentaire au modèle ASM1, ce qui le rend plus 

difficile ¨ r®soudre en simulation. Le fait dôajouter un d®canteur non-idéal de type Takács 

et un modèle biologique plus complexe (ASM2d plut¹t quôASM1 (Henze et al. 2000)) 

ajoute à la difficulté. Bref, bien que ce modèle ne compte que 30 variables dô®tat, il 
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comporte tout de même trois éléments de base de tout modèle biologique de station 

dô®puration (r®acteur a®r®, d®canteur et contr¹leur sous forme de minuterie). 

3.2.5 Modèle Benchmark 

Ce modèle, également tiré de la banque de modèles tests de Tornado et WEST, se veut une 

impl®mentation simple dôun mod¯le de station dô®puration (Copp 2002). Ainsi, 

contrairement au mod¯le ASU, le mod¯le Benchmark se veut un mod¯le r®aliste dôune 

station. Il est représenté à la Figure 15. 

 

Figure 15 : Représentation sous WEST du modèle Benchmark 

Le Benchmark compte donc cinq r®acteurs biologiques en s®rie suivis dôune recirculation 

des nitrates et dôun d®canteur secondaire construit sur le mod¯le de d®cantation de (Takacs 

et al. 1991). Le modèle biologique utilisé dans les réacteurs est ASM1 (Henze et al. 1987). 

Tous les paramètres du modèle sont les paramètres par défaut proposés par la plateforme 

Tornado. De plus, comme dans le cas du mod¯le ASU, un fichier dôentr®es standard est 

proposé, offrant la possibilité de réaliser des simulations en régime dynamique avec des 

comportements journaliers typiques dôune v®ritable usine dô®puration. 

Ce mod¯le compte donc 14 variables dô®tat par r®acteur, 10 variables dô®tat pour le 

d®canteur secondaire et 14 variables dô®tat dans les briseurs de boucle (ç loop-breaker ») de 

la recirculation des nitrates et la recirculation des boues pour un  total de 108 variables 

dô®tat. 

Bien quôil repr®sente un petit mod¯le de station dô®puration, le nombre de variables dô®tat 

permet de faire apparaître les problèmes liés aux gros modèles biologiques.  
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3.3 Technique dô®valuation des algorithmes 

3.3.1 Détection du régime permanent 

Puisque plusieurs vecteurs dô®quilibre devront °tre compar®s aux valeurs du r®gime 

permanent de référence (voir Tableau 5), un critère de comparaison simple est utilisé pour 

déterminer automatiquement si le véritable régime permanent est atteint : 

 ὊέὲὧὸὭέὲὕὦὮὩὧὸὭὪ=
ȿώὭ ώὭὙὖȿ

ώὭὙὖ

ὲ

Ὥ= 1

 (102) 

Ce critère tend vers zéro lorsque le régime permanent recherché (ώὙὖ) est atteint. Si 

dôautres r®gimes permanents apparaissent, la fonction objectif permet de les d®tecter 

puisquôils montreront des valeurs num®riques distinctes.  

3.3.2 Algorithmes du régime permanent 

La performance dôun algorithme du régime permanent est évaluée de deux façons. Tout 

dôabord, par la convergence au r®sultat souhait®. Il sera vu dans les r®sultats que les trois 

modèles tests utilisés pour le calcul du régime permanent (Acide ï Base, Prédateur ï Proie, 

ASM1) possèdent plusieurs solutions acceptables au point de vue mathématique, mais 

incorrectes du point de vue de la r®alit®. Ainsi, si lôalgorithme converge ¨ une solution 

incorrecte, le r®sultat est pire que si lôalgorithme ne converge pas et renvoie un message 

dôerreur puisque le second cas sera d®tect® automatiquement alors que le premier peut 

passer inaperçu et mener à des calculs erronés par la suite. 

Dans un second temps, si plusieurs algorithmes convergent à la solution souhaitée, ils 

peuvent être triés entre eux en fonction du nombre de fois que le modèle a dû être évalué. 

Ce nombre est une repr®sentation de lôeffort en temps de calcul n®cessaire pour converger ¨ 

la solution. 

Les algorithmes de calcul du régime permanent peuvent dépendre très fortement de lôestim® 

initial de la solution. Ainsi, avant de lancer lôalgorithme, ce dernier doit avoir une premi¯re 

estimation du r®sultat final. Côest ¨ partir de cet estim® quôil construit sa strat®gie de 
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recherche. Un bon algorithme déterminera bien sûr la bonne solution pour une large plage 

dôestim®s initiaux. La plateforme Tornado offre un type dôexp®rience virtuelle nomm®e 

ExpScenSSRoot  (pour Expérience de type Scénario de recherche du Régime Permanent par 

les racines du modèle). Cette expérience virtuelle permet de lancer lôalgorithme de 

recherche du Régime permanent à plusieurs reprises en variant les estimés initiaux selon un 

schéma prédéfini, que ce soit une variation linéaire entre deux valeurs, une variation 

logarithmique entre ces valeurs ou encore une suite de valeurs prédéfinies.  

3.3.3 Algorithmes dôint®gration 

Les algorithmes dôint®gration doivent dôabord °tre ®valu®s par rapport ¨ un r®sultat ®talon. 

Bien que des méthodes statistiques existent pour comparer deux courbes (les séries de 

Fourier, par exemple, voir (Claeys 2008b)), lô®valuation visuelle reste dans bien des cas 

lôoption la plus efficace. En effet, la comparaison visuelle permet en un seul coup dôîil de 

d®terminer si la solution calcul®e par deux algorithmes est similaire. Si lôune des courbes 

diverge, lôidentification dôun probl¯me est imm®diate.  

Compte tenu du grand nombre dôalgorithmes dôint®grations disponibles sur la plateforme 

Tornado et dans la littérature en régime dynamique, deux critères numériques permettent de 

différencier deux algorithmes présentant une solution acceptable. Le premier est le nombre 

dôex®cution du mod¯le. Ce crit¯re est habituellement d®terminant puisquôune variation par 

un facteur 106 peut être observée sur un même modèle en utilisant deux algorithmes 

différents (Claeys 2008b). Il sôagit dans la majorit® des cas dôun crit¯re suffisant pour 

préférer un algorithme à un autre. Dans des cas plus rares, deux algorithmes présenteront un 

nombre dô®valuation du mod¯le similaire mais demanderont des temps de calcul pouvant 

aller du simple au double ¨ cause des calculs interm®diaires au sein de lôalgorithme. Le 

temps de calcul peut donc servir de critère pour évaluer un algorithme. Cependant, ce 

crit¯re d®pend de plusieurs facteurs dont lôordinateur sur lequel la simulation est ex®cut®e, 

la plateforme de calcul (ex : Tornado ou Matlab) ou encore le nombre de tâches exécutées 

en parall¯le durant la simulation. Toutes ces sources dôerreurs favorisent lôutilisation du 

nombre dôex®cution du mod¯le comme crit¯re de base pour quantifier les performances 

dôun algorithme.  
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4 Résultats 

Ce chapitre se divise en trois parties. La première partie aborde les résultats obtenus avec la 

r®duction automatique de mod¯le. Puisque cette r®duction nôest possible que si elle est 

coupl®e ¨ un int®grateur, lôalgorithme DIRK d®velopp® pour lôoccasion est abord® ¨ la 

section 4.1.1. Suivront les techniques utilisées pour simplifier efficacement le modèle et 

contrôler la solution en simulation dynamique (sections 4.1.2 à 4.1.4) 

La section 4.2 d®crit les r®sultats obtenus en tentant dôam®liorer les algorithmes de 

recherche du régime permanent. Deux approches ont été expérimentées, soit la 

multiplication des équations dô®tat par une fonction gaussienne pour favoriser la recherche 

de solution dans une zone donnée des variables dô®tat et lôajout de limites aux variables 

dô®tat. 

Finalement, compte-tenu de lôimportance du Jacobien, qui est utilis® dans lôalgorithme 

DIRK, de même que dans les algorithmes de recherche du régime permanent, des 

techniques de dérivation symbolique sont proposées à la section 4.3. Plus spécifiquement, 

des dérivées sont proposées aux fonctions non-analytiques rencontrées couramment dans 

les modèles. 
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4.1 Algorithme dôint®gration et r®duction de la raideur ï DIRK  

Un algorithme dôint®gration bas® sur la m®thode Diagonale Implicite de Runge-Kutta de 

(Cameron 1983) a été développé pour implémenter des techniques de réduction de la 

raideur. Cet algorithme a été choisi comme base des travaux sur la réduction automatique 

de modèle pour son mode de fonctionnement et ses propriétés numériques. En effet, en tant 

quôalgorithme implicite, lôalgorithme DIRK fait une utilisation intensive du Jacobien du 

modèle. Puisque le Jacobien représente un coût élevé de calcul, il devient rentable de 

lôutiliser dans la technique de r®duction et dans lôalgorithme dôint®gration. Mais plus 

important quôune ®conomie potentielle de temps de calcul, lôalgorithme propos® par 

(Cameron 1983) permet de calculer la solution de mod¯le compos® dô®quations 

différentielles et algébriques (ÉDA). Puisque le but de la réduction de modèle est de 

transformer certaines équations différentielles en équations algébriques implicites, un 

algorithme capable de résoudre ces équations implicites est essentiel. Il nôexiste 

actuellement aucun algorithme sur la plateforme Tornado capable de résoudre des systèmes 

dô£DA. Finalement, les propriétés numériques inhérentes aux algorithmes numériques, que 

ce soit la stabilit® de la solution ou la capacit® de lôalgorithme ¨ r®soudre des syst¯mes 

raides devraient aider à former un algorithme performant.  

4.1.1 Algorithme DIRK  

Lôalgorithme Diagonale Implicite de Runge-Kutta (DIRK) reprend les équations typiques 

de Runge-Kutta (28), (29) et (30) : 

 ώᴆὲ+ 1 = ώᴆὲ+ Ὤ ὦὭὪᴆώᴆὲ,Ὥ,ὸὲ,Ὥ

ί

Ὥ= 1

 (103) 

 ώᴆὲ,Ὥ= ώᴆὲ+ Ὤ ὥὭὮὪᴆώᴆὲ,Ὦ,ὸὲ,Ὦ + ὬὪᴆώᴆὲ,Ὥ,ὸὲ,Ὥ

Ὥ1

Ὦ= 1

 (104) 

 ὸὲ,Ὥ= ὸὲ+ ὧὭὬ (105) 

Les valeurs des paramètres ὥὭὮ, ὦὭ et ὧὭ sont tirées de (Cameron 1983). La puissance de cet 

algorithme vient de lôutilisation de param¯tres communs pour quatre m®thodes implicites 
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imbriqu®es, soit ¨ un ®tage jusquô¨ quatre ®tages. Dans ces conditions, ί peut prendre des 

valeurs successives de 1 à 4 et offrir quatre algorithmes de type DIRK où chaque solution 

permet de calculer la solution dôordre sup®rieur, offrant du m°me coup des estim®s 

successifs de la solution et permettant dôestimer lôerreur sur la solution. Les param¯tres 

utilisés sont ceux affichés à la section 2.1.1.6. 

Lôalgorithme impl®ment® utilise un mode dit Ordre Variable, Pas Variable. Lôordre de 

lôalgorithme est g®r® par une estimation de lôerreur ¨ chaque ®tape de lôalgorithme en 

comparant la réponse ¨ lôordre ὲ ¨ la r®ponse ¨ lôordre ὲ+ 1. Lorsque lôerreur est sous la 

tol®rance exig®e par lôutilisateur, la solution est accept®e. Lorsque lôerreur de lôordre 3 est 

supérieure à la tolérance, le pas est rejeté et une solution appropriée est prise (réduction de 

la taille du pas et/ou mise ¨ jour du Jacobien). Finalement, lorsquôune solution est accept®e, 

le pas est mis ¨ jour pour avancer ¨ une vitesse optimale. Lôimpl®mentation du code de 

lôalgorithme DIRK sur la plateforme Tornado est tr¯s fortement inspir®e de lôarticle de 

(Cameron 1983).  

Tel quôindiqu® dans la revue de litt®rature, les m®thodes de Runge-Kutta implicites sont 

tr¯s stables, ce qui signifie que m°me ¨ faible tol®rance, la solution nôest pas pr®cise, mais 

diverge très peu de la solution exacte, ayant plutôt tendance à surestimer et sous-estimer la 

solution à chaque pas. Une telle stabilité peut °tre v®rifi®e en comparant lôerreur sur la 

solution dôun m°me mod¯le par deux algorithmes diff®rents. Ainsi, la Figure 16 compare 

les performances de lôalgorithme DIRK avec une tol®rance de 10 3 ¨ lôalgorithme tr¯s 

performant CVODE de la bibliothèque de SUNDIALS utilisant une tolérance relative et 

absolue de 10 3 sur le modèle Benchmark Simulation Model 1 (BSM1). 

Ainsi, lôalgorithme CVODE montre une d®viation de pr¯s de 15% apr¯s quatorze jours de 

simulation par rapport ¨ lôalgorithme DIRK. Il est possible de confirmer que la d®rive est 

bien le fait de lôalgorithme CVODE en recommenant la simulation avec une forte 

tolérance de 10 9. Ainsi, une figure équivalente à la Figure 16 est tracée avec une tolérance 

forte sur CVODE à la Figure 17. 
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Figure 16 : Comparaison des performances des algorithmes DIRK et CVODE à faible tolérance 

sur le modèle BSM1 

 

Figure 17 : Comparaison des r®sultats de lôalgorithme DIRK ¨ faible tol®rance ¨ lôalgorithme 

CVODE à forte tolérance sur le modèle BSM1. 

0 2 4 6 8 10 12 14
0

500

1000

1500

2000

2500

temps (jours)

C
o
n
c
e
n
tr

a
ti
o
n
 e

n
 s

u
b
s
tr

a
t 

p
a
rt

ic
u
la

ir
e
 X

_
_
S

 

 

0 2 4 6 8 10 12 14
-100

0

100

200

300

400

temps (jours)

E
rr

e
u
r 

s
u
r 

la
 c

o
n
c
e
n
tr

a
ti
o
n
 

d
e
 X

_
_
S

 (
g
/m

^3
)

 

 

CVODE

DIRK

0 2 4 6 8 10 12 14
0

500

1000

1500

2000

temps (jours)

C
o
n
c
e
n
tr

a
ti
o
n
 e

n
 s

u
b
s
tr

a
t 

p
a
rt

ic
u
la

ir
e
 X

_
_
_
S

 (
g
/m

^3
)

 

 

0 2 4 6 8 10 12 14
-3

-2

-1

0

1

2

3

temps (jours)

E
rr

e
u
r 

s
u
r 

la
 

c
o
n
c
e
n
tr

a
ti
o
n
 (

g
/m

3
)

 

 

CVODE

DIRK



76 

 

Tandis que lôerreur augmente si les tol®rances sont faibles (Figure 16), la Figure 17 montre 

que côest bien lôalgorithme CVODE qui diverge. En effet, il est possible de consid®rer que 

lôerreur affich®e ¨ la Figure 17 est largement due ¨ lôalgorithme DIRK puisque sa tolérance 

est faible. Cependant, lôerreur reste stable dans le temps. Une longue simulation ne devrait 

donc pas voir appara´tre de d®rive significative due ¨ lôalgorithme DIRK ¨ basse tol®rance. 

Les résultats de la Figure 16 montrent finalement une utilisation de lôalgorithme DIRK, soit 

le calcul de simulation à faible tolérance. De telles simulations sont souvent nécessaires, 

que ce soit pour obtenir un estim® peu co¾teux de la solution dôun mod¯le ou pour 

lôex®cution ¨ faible co¾t dôun nombre ®lev® de simulations pour une exp®rience virtuelle 

(ex : Monte-Carlo ou optimisation). Ces r®sultats mettent ®galement en garde lôutilisateur 

contre lôusage de lôalgorithme CVODE qui repr®sente lôun des algorithmes les plus 

performants sur plusieurs modèles. En effet, en demandant une pr®cision de lôordre de 

10 3, un biais atteignant 15% peut être observé. Ainsi, à défaut de savoir régler ses 

param¯tres avec soin (¨ lôexception des tol®rances relatives et absolues), lôutilisation des 

paramètres par défaut peut mener à des résultats divergeant significativement de la solution 

exacte. ê lôoppos®e, lôalgorithme DIRK d®montre une excellente stabilit® ¨ faible 

tolérance.  

4.1.2 R®duction automatique dôun mod¯le 

Cette section est tirée en partie de lôarticle (Garneau et al. 2009). 

La réduction automatique de modèle est basée sur les travaux de (Steffens et al. 1997). Elle 

utilise les valeurs propres du Jacobien du modèle pour trier les variables dô®tat selon leur 

constante de temps. Le besoin de r®duction de mod¯le vient du fait que les variables dô®tat 

présentant des constantes de temps très courtes sont les principales responsables des temps 

de calculs très long. Le simple contrôle de la stabilité exige normalement que le pas de 

temps des intégrateurs explicites (ex : m®thode dôEuler, Runge-Kutta 4) soit de lôordre de 

grandeur de la constante de temps (voir la section 2.1.1.3 pour une description plus 

complète de la notion de stabilité des algorithmes). Ainsi, des calculs de pH présents, par 

exemple, dans les modèles ADM1 (Rosen et al. 2005) ou RWQM1 (Vanrolleghem et al. 

2001) reposent sur des constantes de temps de lôordre de la milliseconde et moins. Réaliser 
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une simulation dynamique sur ces mod¯les ¨ lôaide dôun algorithme explicite m¯ne ¨ des 

temps de calcul prohibitifs. En effet, (Rosen et al. 2006) observent des temps de 

simulations montrant un facteur de 93 fois le temps de référence simplement en fonction de 

lôint®grateur et de la forme du mod¯le. 

Lôutilisation dôun algorithme implicite implique (DIRK) assure une gestion acceptable de la 

raideur puisque le pas de calcul sera stable, peu importe sa longueur.  Cependant, puisque 

la longueur du pas est tout de même contrôlée par les variables raides, calculer ces 

dernières comme étant au régime permanent permettra de franchir des pas plus importants, 

r®duisant dôautant la charge de calcul. Côest pourquoi les variables dô®tat raides seront 

calcul®es comme ®tant ¨ lô®quilibre ¨ chaque pas de temps en posant leur d®riv®e ¨ z®ro. 

 
ὨώὶὥὭὨὩ
Ὠὸ

= 0 (106) 

La m®thode dôHomotopie pr®sent®e ¨ la section 2.1.1.8.3 est donc mise en marche en 

commençant avec la diagonale du Jacobien. Le lien entre les valeurs propres et les variables 

dô®tat est alors automatique puisque chaque ®l®ment de la diagonale de la matrice est aussi 

une valeur propre de cette matrice. Par la suite, une contribution de plus en plus importante 

du Jacobien est fournie ¨ la matrice selon lô®quation (107) où ὶ est le paramètre 

dôhomotopie qui variera de 0 ¨ 1,  Ὄ1 est la diagonale du Jacobien et Ὄ2 est le Jacobien 

original :  

 Ὄ= ὶz Ὄ1 + 1 ὶ Ὄz2 (107) 

Dans sa configuration actuelle, vingt pas sont utilisés pour faire passer ὶ de 0 à 1. Lorsque 

ὶ= 0,05, les valeurs propres de Ὄ sont li®es aux variables dô®tat de la diagonale Ὄ1 en 

minimisant la diff®rence entre la valeur propre et lô®l®ment de la diagonale associ®e. Pour 

tous les pas suivants, un estimé linéaire de la valeur de la prochaine valeur propre est 

construit ¨ partir des deux derniers liens pour favoriser lôassociation au pas courant. Ainsi, 

sur un modèle relativement simple comme le modèle ASM1 ï Décanteur ponctuel, les 

valeurs propres sont liées aux variables dô®tat comme indiqu® par la Figure 18. 
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Figure 18 : Évolution des 14 valeurs propres sur le modèle ASM1 ï Décanteur ponctuel en 

fonction du param¯tre dôHomotopie ὶ 

La Figure 18 montre que les valeurs propres sont très proches des éléments de la diagonale 

et que vingt valeurs intermédiaires sont peut-être superflues. Cependant, sur un modèle plus 

complexe comme le Benchmark Simulation Model 1 (BSM1) comportant 108 variables 

dô®tat, lô®volution des valeurs propres demande plus de soins tel que montré à la Figure 19. 

Bien que les liens semblent tous assez bon, il est possible de trouver des zones où 

lôalgorithme nôest pas adéquat, comme le montre la Figure 20. 
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Figure 19 : Évolution des 108 valeurs propres sur le modèle BSM1 en fonction du paramètre 

dôHomotopie r 

 

Figure 20 : Évolution des valeurs propres sur le modèle BSM1 en fonction du paramètre 

dôHomotopie ὶ ï Mauvaise association des valeurs propres aux variables dô®tat. 
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La Figure 20 montre quelques croisements qui nôauraient pas eu lieu si le nombre de pas en 

ὶ avait ®t® augment®. Cependant, puisque le r¹le de cette technique dôhomotopie est de 

classer les variables dô®tat selon leurs valeurs propres associ®es, tant que les erreurs 

dôassociation ont lieues dans une m°me classe de vitesse, il nôy aura aucune erreur induite 

dans le reste de lôalgorithme. 

Lorsque les variables dô®tat sont associ®es ¨ une valeur propre du Jacobien, il est possible 

de trier ces dernières et de diviser le modèle en deux sous-modèles dont le premier sera 

constitué des variables rapides et le second des variables lentes. Ce tri se base sur une 

valeur maximale des valeurs propres fournie par lôutilisateur de lôalgorithme. Cette valeur 

est d®termin®e en consid®rant lô®chelle de temps dôint®r°t. 

Puisque les valeurs propres sont définies comme ®tant lôinverse de la constante de temps † 

dôune r®action, il est possible de d®terminer une constante de temps représentant la limite 

entre les variables dô®tat dites lentes et les variables dô®tat rapides en fonction dôune ®chelle 

de temps dôint®rêt. Ainsi, (Hesstvedt et al. 1978) propose de fixer la limite dôune constante 

de temps des variables rapides ¨ 10% de lô®chelle de temps dôint®r°t. La simulation dôun 

mod¯le de station dô®puration sur une ou deux semaines requière habituellement une 

information sur les variables dô®tat ¨ chaque demi-heure (environ 0,02 Ὦέόὶ). Sur une base 

journali¯re, une valeur propre acceptable serait donc de lôordre de 500 Ὦέόὶ1, soit : 

 
1

0,1 †z
=

1

0,10 0z,02
= 500 (108) 

Les équations dites rapides seront alors résolues au régime permanent à chaque pas par 

lôalgorithme DIRK. Pour se faire, le mod¯le passe dôun syst¯me dô£DO ¨ un syst¯me 

dô£DA. La d®riv®e des variables dô®tat rapides est alors pos®e ¨ z®ro, ce qui transforme 

lô®quation diff®rentielle en une ®quation alg®brique implicite.  

Contrairement à la méthode proposée par (Steffens et al. 1997) qui analyse le Jacobien du 

modèle seulement au régime permanent ou à la méthode proposée par (Hesstvedt et al. 

1978) qui suit lô®volution des constantes de temps des ®quations chimiques, lôanalyse du 

modèle proposée ici est réalisée en continu et ne nécessite aucun accès aux constantes de 

temps. Ainsi, le Jacobien est calcul® au point dôop®ration initial du mod¯le, soit en ώ0,ὸ0 et 
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est analys® imm®diatement en ce point. Lôanalyse sera ensuite recommenc®e ¨ intervalles 

variables d®pendant du temps o½ est rendu lôalgorithme et du nombre de pas r®alis® avec le 

modèle original ou réduit. De plus, des procédures doivent être mises en place pour 

confirmer que chaque r®duction du mod¯le ne g®n¯re pas dôerreur trop importante dans la 

solution. 

Cette m®thode gagne donc en g®n®ralit® puisque lô®tat du syst¯me peut changer 

radicalement tout en conservant un lien entre la valeur propre associ®e ¨ une variable dô®tat 

et la façon la plus efficace de résoudre le modèle. Autrement dit, réévaluer la pertinence 

dôune r®duction permet dôacc®l®rer la solution dôun mod¯le dans le cas o½ certaines 

variables dô®tat d®veloppent une raideur durant lô®volution de la simulation. ê lôinverse, si 

des variables perdent cette raideur, une erreur numérique significative peut apparaître si 

elles sont toujours résolues à titre de variable rapide. Et bien sûr, le pire des cas : certaines 

variables deviennent raide, ralentissant le calcul de la solution tandis que dôautres perdent 

leur raideur, diminuant la précision des résultats. Dans ces conditions, une procédure 

automatique de suivi du modèle montre des avantages certains. 

4.1.3 Contrôle de la réduction automatique 

Puisque le Jacobien représente une approximation locale du modèle, la réduction basée sur 

son ®tude est valide dans lôenvironnement imm®diat du Jacobien. D¯s que la solution sôen 

®loigne, il nôy a aucune garantie que la r®duction est toujours valide. Côest pourquoi 

lôalgorithme DIRK modifi® pour r®aliser la r®duction automatique contient deux proc®dures 

distinctes pour éliminer au maximum les erreurs dues à de mauvaises réductions du 

modèle. 

4.1.3.1 Évaluation r®guli¯re de lô®volution du Jacobien 

Un mod¯le r®solu en r®gime dynamique ®volue en fonction de ses variables dô®tat. Pour 

cette raison, la r®duction doit °tre r®®valu®e ¨ intervalle r®gulier. Dans le cadre dôune 

simulation dynamique, la notion dôintervalle régulier prend un sens particulier. En effet, le 

temps de simulation nôest pas toujours proportionnel au temps de calcul. Dans le cadre 

dôune simulation de station dô®puration, des ®v®nements ponctuels comme une a®ration 
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intermittente ou une réaction en cuvée peuvent survenir à intervalles simulés réguliers. 

Puisque chacun de ces événements sont susceptibles de modifier la raideur des variables 

dô®tat, un contr¹le de la raideur doit id®alement pouvoir r®®valuer le mod¯le ¨ chaque 

®v®nement. Lôalgorithme de réduction du modèle est donc appelé minimalement à 

intervalle de temps simulé régulier. La notion de temps simulé faisant référence au temps 

que couvre une simulation.  

Cependant, il arrive ®galement que des conditions dôop®ration particuli¯res viennent à 

ralentir lô®volution de la simulation en avanant ¨ pas de temps trop petit. Ce ralentissement 

est g®n®ralement synonyme dôune raideur apparaissant dans le modèle. Pour éviter que 

lôalgorithme DIRK ne perde trop de temps ¨ solutionner un mod¯le raide, lôalgorithme de 

réduction est également appelé à tous les ὲ pas de temps complétés. Ainsi, si une raideur 

apparaît, elle sera détectée en au plus ὲ pas et le modèle réduit pourra la traverser 

efficacement. 

Le couplage de ces deux contrôles permet de garantir une évaluation régulière de 

lô®volution de la raideur du modèle. 

4.1.3.2 Changement important dans les valeurs propres suite à la réduction du 

modèle 

Le  premier problème courant tire son origine dans la nature très locale du Jacobien. Ainsi 

sous certaines conditions, des variables dô®tat peuvent pr®senter une dynamique locale très 

rapide alors que cette dynamique est typiquement assez lente. Dans ces conditions, le 

processus de r®duction automatique du mod¯le consid®rera ces variables dô®tat comme 

®tant rapides et elles seront r®solues ¨ lô®quilibre. Une telle r®duction hâtive peut mener à 

des comportements comme celui présenté à la Figure 21. 
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Figure 21 : Courbe de la concentration des nitrates simulée par un modèle réduit et un modèle 

original 

La Figure 21 montre la solution dôune variable dô®tat qui est initialement jug®e rapide. 

Cependant, cet état est dicté par les conditions locales du modèle plutôt que par la vitesse 

intrins¯que de la variable dô®tat. Ainsi, apr¯s un seul pas, sa valeur propre est grandement 

relax®e et nôappartient plus ¨ la cat®gorie des variables dô®tat rapides.  

Comme lôindique la Figure 21, lôerreur induite par la r®duction du mod¯le est trop 

importante si lô®chelle de temps dôint®r°t est de lôordre de lôheure. 

Un tel cas est d®tect® automatiquement par lôalgorithme en recalculant un Jacobien ¨ jour 

apr¯s que lôalgorithme dôint®gration ait calcul® le pas suivant. Les valeurs propres du 

Jacobien sont recalculées et le nombre de valeurs propres élevées (correspondant aux 

variables dô®tat rapides) est compar® au nombre de variables r®solues au r®gime permanent. 

Si ce nombre a diminu®, une ou plusieurs variables dô®tat ont vu leur constante de temps 

augmenter et la r®duction du mod¯le nôest plus valide. Lôalgorithme rejette donc le dernier 

pas calculé et recommence avec le modèle original. Un cas comme celui de la Figure 21 

nôest donc pas accept® par lôalgorithme. Par la suite, lô®tat du mod¯le est r®®valu® selon les 

balises données à la section précédente (section 4.1.3.1). Le fait de résoudre le modèle 
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durant un court temps ou un faible nombre de pas permet généralement de passer par-

dessus la difficulté passagère à un coût de calcul acceptable. 

4.1.3.3 Contr¹le de la solution en fonction du signe des variables dô®tat 

La constante de temps dôune variable dô®tat changeant tr¯s rapidement nôest pas le seul cas 

menant ¨ une d®gradation des r®sultats de la simulation dôun mod¯le r®duit. En effet, 

contrairement ¨ un processus dôint®gration o½ lôerreur sur le pas suivant est simple ¨ 

contr¹ler, la recherche de la position dô®quilibre dôune ou plusieurs variables dô®tat ne peut 

garantir que la solution trouvée soit la bonne. Ainsi, sur un modèle ASM2d utilisant une 

aération intermittente, donc une concentration en oxygène dissous variant entre 0 et 6 g/m3, 

la concentration dôoxyg¯ne a ®t® calcul®e comme ¨ la Figure 22. 

 

Figure 22 : Concentration en oxygène dissous dans un modèle ASM2d avec la réduction de 

modèle automatique 

La Figure 22 montre une solution acceptable dôun point de vue math®matique, mais 

inacceptable du point de vue de la modélisation de la réalité puisquôune concentration 

n®gative appara´t. La solution propos®e et impl®ment®e dans lôalgorithme revient ¨ refuser 

¨ un mod¯le r®duit tout changement de signe dans la solution des variables dô®tat. Ce 

crit¯re se base sur le fait que lôalgorithme a ®t® ®crit dans un but g®n®ral, mais axé sur la 
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simulation de mod¯les biologiques. Puisque les variables dô®tat de ce type de mod¯le sont 

g®n®ralement de masses ou des concentrations, un changement de signe nôest g®n®ralement 

pas acceptable. Cependant, comme des exceptions peuvent exister (variables dô®tat 

repr®sentant des contr¹leurs, par exemple), il est n®cessaire de permettre la simulation dôun 

mod¯le r®duit comportant des variables dô®tat n®gatives. Ainsi le test utilis® est d®crit ¨ 

lô®quation (109) :  

 ώὲ ώzὲ 1 0 (109) 

Ici, ὲ correspond au pas où est rendue la simulation. Si un changement de signe apparaît, le 

pas est rejeté et le modèle original est utilisé pour continuer la simulation jusquô¨ 

lô®valuation du mod¯le suivante (section 4.1.3.1). Si les conditions le dictent, une variable 

dô®tat traversera donc z®ro avec le modèle original et une nouvelle réduction pourra être 

exécutée en conservant ce nouveau signe. 

Dans le cas de lôoxyg¯ne dissous de la  Figure 22, ce contrôle permet de confirmer que la 

concentration en oxygène demeure positive, comme en fait foi la Figure 23. 

 

Figure 23 : Concentration en oxygène dissous simulée avec un modèle réduit et le modèle original 

Sur la Figure 23, le premier pic dôoxyg¯ne a ®t® calcul® ¨ lôaide du mod¯le r®duit. En 

arrivant au second, par contre, un problème numérique est apparu et le modèle original a 

été utilisé pour passer par-dessus cette difficulté. 
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4.1.4 Performances de lôalgorithme  

Les performances dôun algorithme d®pendent ®norm®ment du mod¯le sur lequel cet 

algorithme est appliqué. De plus, plusieurs critères peuvent être utilisés pour comparer 

deux algorithmes. Cette section en retient trois :  

1. Le temps de calcul nécessaire pour simuler un modèle, 

2. Le nombre de fois que le modèle doit être évalué et 

3. Le nombre de pas réalisé par le modèle. 

Le premier critère paraît à première vue le plus important. Cependant, il dépend 

®norm®ment de lôordinateur sur lequel la simulation est r®alis®e et ®galement de lô®tat de 

lôordinateur (nombre de logiciels ouverts en parall¯le, etc.). Le second crit¯re est plus 

objectif puisquôil ne d®pend pas de lôordinateur. Le nombre dô®valuations du mod¯le est 

donc un crit¯re typique pour ®valuer la performance dôun algorithme. Finalement, le 

nombre de pas r®alis® donne un aperu de la taille moyenne de chaque pas que lôalgorithme 

calcule. Dans le cadre dôun algorithme exp®rimental tel que lôalgorithme DIRK et la 

procédure de réduction, le nombre de pas donne plutôt une indication des performances qui 

pourraient être atteintes une fois toutes les optimisations algorithmiques possibles réalisées. 

Finalement, des études ont été réalisées pour comparer différents algorithmes (voir (Claeys 

2008b), par exemple). Dans le cas pr®sent, la version originale de lôalgorithme DIRK sera 

compar®e ¨ la r®duction automatique sur lôalgorithme DIRK et sera compar®e ¨ un 

algorithme performant de r®f®rence, lôalgorithme CVODE.  

Les trois algorithmes sont testés sur deux modèles, soit le modèle ASU et le Benchmark 

Simulation Model 1 (BSM1). Le modèle BSM1 est intéressant de par sa taille (108 

variables dô®tat) qui correspond aux petits modèles représentant des usines réelles. Le 

second mod¯le utilise moins de variables dô®tat, avec 30 variables, mais introduit un 

contrôleur (aération intermittente).  

4.1.4.1 Modèle ASU 

Le modèle ASU utilise une tolérance relative de 10 4 sur les algorithmes DIRK avec et 

sans réduction automatique du modèle et 10 9 sur les tolérances absolue et relative de 
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lôalgorithme CVODE pour minimiser la d®viation observ®e sur cet algorithme. Le mod¯le 

r®duit consid¯re une variable dô®tat comme étant rapide si sa valeur propre associée est 

supérieure à 1000 Ὦέόὶ1, soit une constant de temps dôenviron une minute.  

Le premier résultat de cette simulation (Tableau 7) est que lôalgorithme DIRK est au moins 

cinq fois plus lent que lôalgorithme de r®f®rence CVODE. Cet ordre de grandeur se retrouve 

®galement dans le nombre dôappel du mod¯le pour chaque algorithme. Ainsi, dans le cadre 

de ce mod¯le pr®cis, lôint®r°t dôutiliser lôalgorithme DIRK est tr¯s limit®. Cependant, 

lorsque des simulations à faible précision sont acceptées, lôutilisation de lôalgorithme DIRK 

peut offrir une meilleure stabilité de la solution à un coût de calcul comparable à 

lôalgorithme CVODE, comme le montre le Tableau 8. Ainsi, ¨ faible tol®rance, lôalgorithme 

DIRK offre des performances comparables ¨ lôalgorithme CVODE.  

Tableau 7 : R®sultats sur le mod¯le ASU pour lôalgorithme DIRK avec et sans r®duction et pour 

lôalgorithme de r®f®rence CVODE 

 DIRK DIRK + Réduction CVODE 

Temps de 

simulation (s) 
46 109 9 

Nombre 

dô®valuation du 

modèle 

1 961 434 3 595 127 381 043 

Nombre de pas 

calculé 
101 244 59 519 225 000 

    

Tableau 8 : Résultats sur le modèle ASU avec l'algorithme DIRK à deux tolérances différentes 

 
DIRK 

Tolérance = 10 4 

DIRK 

Tolérance = 10 3 

Temps de 

simulation (s) 
46 12 

Nombre 

dô®valuation du 

modèle 

1 961 434 447 842 



88 

 

Nombre de pas 

calculé 
101 244 27 324 

   

La réduction automatique de modèle mène donc à une dégradation importante des temps de 

calculs. En effet, dans sa version originale, lôalgorithme DIRK n®cessite en moyenne 19,4 

évaluations du modèle par pas tandis que la réduction automatique en requière en moyenne 

60,9. Ainsi, en ne considérant que le nombre dô®valuation du mod¯le, pour que la r®duction 

devienne intéressante et présente un intérêt, le nombre de pas doit être au moins six fois 

plus faible sur le modèle réduit que sur le modèle original.  

Dans son implémentation actuelle, la réduction du modèle requière des évaluations 

suppl®mentaires dôabord pour contr¹ler la solution lorsque les valeurs propres sont ®valu®es 

avant et apr¯s la r®duction puisque cette technique n®cessite lô®valuation num®rique du 

Jacobien, donc de 30+1 évaluations supplémentaires (ὲ variables dô®tat plus 1). De plus, le 

mod¯le ASU r®duit automatiquement voit entre une et trois variables dô®tat (les matières 

fermentables S_F, lôoxyg¯ne dissous S_O et lôac®tate S_A) être déclarées rapides selon le 

point dôop®ration.  

Bien que lôalgorithme DIRK soit capable de solutionner des syst¯mes dô£DO et dô£DA, le 

second système pose une difficulté supplémentaire. En effet, une méthode de Runge-Kutta 

construit la solution à un pas en calculant la somme pondérée des pentes en différents 

points (équation (28)). Or, les variables algébriques ont une pente nulle par définition 

Ὠώ

Ὠὸ
= 0 . Il est donc impossible de calculer leur valeur finale sur la base dôune somme 

pond®r®e des pentes. Le mieux que lôalgorithme DIRK soit en mesure de faire est dôoffrir 

dôexcellents estim®s initiaux. Néanmoins, il faut généralement deux à quatre itérations de 

Newton-Raphson pour trouver la solution finale des équations algébriques. Ces itérations 

n®cessitent lô®valuation du Jacobien des variables concern®es (entre une et trois), donc de 

quatre à seize évaluations supplémentaires du modèle par pas. 

4.1.4.2 Modèle BSM1 

Le modèle BSM1 est calculé en imposant une tolérance relative de 10 4 sur les 

algorithmes DIRK avec et sans réduction de modèle. Lorsque la réduction de modèle est 
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permise, la limite entre les variables rapides et lentes se situe à 1000 jours-1, soit équivalant 

¨ une constante de temps dôenviron 90 secondes. Finalement, lôalgorithme CVODE se voit 

imposé une tolérance absolue et relative de 10 9 pour éviter toute divergence des résultats. 

 

 

 

 

Tableau 9 : R®sultats sur le mod¯le BSM1 pour lôalgorithme DIRK avec et sans r®duction et pour 

lôalgorithme de référence CVODE 

 DIRK DIRK + Réduction CVODE 

Temps de 

simulation (s) 
44 193 14 

Nombre 

dô®valuation du 

modèle 

956 972 6 639 413 498 761 

Nombre de pas 

calculé 
94 443 90 113 246 712 

Le Tableau 9 montre que dans sa version actuelle, lôalgorithme DIRK prend environ trois 

fois plus de temps ¨ calculer la solution que lôalgorithme de r®f®rence CVODE. Cependant, 

le fait que le temps de simulation soit trois fois sup®rieur alors que le nombre dô®valuation 

du modèle ne dépasse pas le double du nombre dô®valuations de mod¯le r®alis® par 

CVODE montre que lôalgorithme DIRK doit fournir beaucoup plus dôeffort interne par 

®valuation de mod¯le. Ce r®sultat sôexplique par le fait que lôalgorithme DIRK doit 

r®soudre jusquô¨ quatre fois lôensemble dô®quations alg®briques implicites de lô®quation 

(29). Ainsi, les opérations matricielles (calcul du Jacobien, décomposition LU, etc.) 

r®alis®es par lôalgorithme sont tr¯s importantes. 

La réduction automatique du modèle montre cependant une dégradation significative des 

résultats. En effet, les temps de calcul sont plus de dix fois plus importants que ceux 
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n®cessaire ¨ lôalgorithme de r®f®rence CVODE. De plus, le nombre de calcul du mod¯le 

tr¯s imposant montre quôune optimisation de lôalgorithme est n®cessaire. Ces appels 

suppl®mentaires sont principalement dus ¨ lô®valuation num®rique du Jacobien qui requiert 

109 évaluations du modèle chaque fois. De plus, le modèle réduit résout entre 30 et 33 

®quations dô®tat ¨ lô®quilibre ¨ chaque pas. Or ces ®quations n®cessitent lôutilisation dôun 

solveur interne pour la solution finale. Sauf que contrairement au modèle ASU où seules 

une à trois équations algébriques devaient être résolues, devoir trouver la solution 

simultanée à 30 variables exige la g®n®ration dôun Jacobien beaucoup plus imposant. Si 

deux seules it®rations sont n®cessaires pour atteindre lô®quilibre, 60 ®valuations du mod¯le 

sont requises uniquement pour les besoins du Jacobien à chaque pas, ce qui couvre 

lôessentiel de la diff®rence entre le nombre dô®valuation par pas pour le mod¯le original (10 

évaluations par pas pour le modèle original contre 73 pour le modèle réduit).  

Le nombre de pas reste du même ordre de grandeur entre la solution du modèle complet et 

du modèle réduit. En supposant que ces pas aient une grandeur moyenne constante, le pas 

moyen couvre environ 13 secondes, soit une valeur du m°me ordre que lô®chelle de temps 

dôint®r°t de 90 secondes. De tels r®sultats montrent que la r®duction automatique du modèle 

a tr¯s peu de potentiel sur des mod¯les simples, côest-à-dire sans éléments susceptibles de 

d®grader les performances de lôalgorithme de faon significative (variables très raides 

comme le calcul du pH ou des conditions de sorption/désorption particulières, bruit dans les 

entrées, contrôleurs particuliers, etc.).  

4.1.5 Discussion sur lôalgorithme DIRK et sur la réduction automatique 

dôun mod¯le 

Dans sa forme actuelle, la r®duction automatique dôun mod¯le ne peut °tre appliqu®e ¨ tout 

modèle. En effet, les calculs suppl®mentaires requis par lôalgorithme sont tr¯s lourds. 

Cependant, sur des modèles assez raides un modèle réduit pourrait démontrer son intérêt. 

Les r®sultats obtenus sur le mod¯le ASU montrent que sôil est possible dôavancer ¨ lôaide 

de pas de temps six fois plus importants ou plus, le modèle réduit sera avantagé par rapport 

au modèle original.  
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Lôalgorithme DIRK doit ®galement justifier son int®r°t par rapport ¨ dôautres algorithmes 

performants comme lôalgorithme CVODE. Dans ce cas, lôalgorithme DIRK nôest pas 

appropri® lorsque lôerreur ne peut °tre tol®r®e puisque le co¾t pour forcer les tol®rances est 

très important. Cependant, à tolérance moindre, lôalgorithme DIRK montre dôexcellentes 

performances, n®cessitant des temps de calcul de lôordre de lôalgorithme CVODE sans, 

pour autant, afficher une d®rive des variables dô®tat pouvant atteindre les 15%. Côest 

pourquoi il est recommand® dôutiliser lôalgorithme DIRK lorsque des simulations ¨ 

tolérance moindre sont acceptables.  

En conclusion, il faut noter que les travaux sur lôalgorithme DIRK et sur la r®duction 

automatique dôun mod¯le sont des travaux exploratoires. Ainsi, bien que tr¯s avanc®s, ces 

travaux ne sont pas complétés. Des percées majeures peuvent donc encore être espérées. 

Notamment, sôil est possible de développer des techniques de calcul du Jacobien 

symbolique (voir section 4.3). De plus, la décomposition LU est à la base de toutes les 

op®rations matricielles sur lôalgorithme DIRK. La d®composition QR nôa pas ®té 

impl®ment®e, mais devrait lô°tre pour pouvoir profiter de sa capacit® ¨ mettre ¨ jour une 

décomposition sans avoir à recalculer le Jacobien en entier. 
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4.2 Étude du Régime Permanent 

4.2.1 Régimes permanents des mod¯les ¨ lô®tude 

Des trois modèles étudiés en régime permanent (Prédateur ï Proie, Acide ï Base, ASM1), 

un seul peut être résolu sans problème par les algorithmes disponibles sur la plateforme 

Tornado (algorithme de Broyden et algorithme Hybride), soit le modèle Prédateur ï Proie. 

Les modèles ASM1 et Acide ï Base pr®sentent un Jacobien singulier. Lôalgorithme de 

Broyden décrit dans (Press et al. 1994) renvoie un code dôerreur d¯s que la singularit® est 

détectée tandis que lôalgorithme Hybride tente de calculer une solution malgré la 

singularité. N®anmoins, chaque mod¯le pr®sente plus dôune solution au r®gime permanent 

possible du point de vue mathématique. Ces résultats sont présentés aux Tableau 10, 

Tableau 11 et Tableau 12. 

Tableau 10 : Régimes permanents du modèle Prédateur - Proie 

Population de 

Proie 

(nb. dôindividu) 

Population de 

Prédateur 

(nb. dôindividu) 

0 0 

110 000 0 

48095 619 

  

Tableau 11 : Régimes permanents du modèle Acide - Base 

Ὄ+  
(mol/L) 

ὕὌ  
(mol/L) 

ὔὌ3 
(mol/L) 

1.27 × 10 7 7.83 × 10 8 4.92 × 10 8 

-1.27 × 10 7 7.83 × 10 8 4.92 × 10 8 

3.87 × 10 10 2.58 × 10 5 2.58 × 10 5 
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Tableau 12 : Quelques régimes permanents du modèle ASM1 et Décanteur ponctuel  

S_ALK 

(g) 

S_ND 

(g) 

S_NH 

(g) 

S_NO 

(g) 

S_O 

(g) 

S_S 

(g) 

X_BA 

(g) 

X_BH 

(g) 

X_ND 

(g) 

X_P 

(g) 

X_S 

(g) 

9 593 824,9 49,53 5 741 7 001 9 197 10 147 67 003 43,22 315 471 

9 231 -28,30 323,3 11 084 7 531 115 481 11 332 -5 028 1 865 848 18 204 

3 789 -18,15 -38132 48 808 4 330 115 592 20 286 -5 053 1 864 854 18 219 

9 280 2 606 278,8 10 353 7 591 133 351 11 159 -4 861 4,614 853 45,07 

3 739 2 621 -38 882 48 763 4 332 133 477 20 275 -4 885 4,66 859 45,66 

7 565 2 623 -11 180 22 903 962,2 11 091 17 142 379 735 -48 060 13 165 -539 743 

9 350 2 674 3 457 12 550 1 187 11 057 14 474 429 961 -55 705 14 770 -626 199 

Si le modèle Prédateur ï Proie possède trois régimes permanents ayant une signification 

physique, il en va autrement des deux autres modèles. Les modèles Acide ï Base et ASM1 

ne poss¯dent quôune seule solution avec une signification physique.  En effet, une 

concentration négative ne correspond à aucune réalité physique. La seule solution 

acceptable pour ces deux modèles est donc la première présentée aux Tableau 11 et Tableau 

12. Les autres solutions sont des artéfacts mathématiques qui résolvent le système 

dô®quation, mais qui nôoffrent aucune information utilisable.  

Les valeurs dô®quilibre indiqu®es au Tableau 12 ont été calculées en utilisant les estimés 

initiaux de base (voir Matériel et Méthode, section 0) et en faisant varier les estimés 

initiaux des concentrations de lôoxyg¯ne dissous (S_O) entre 10 3 Ὣ/ά3 et 10 Ὣ/ά3 et de 

la matière organique soluble (S_S) entre 10 3 Ὣ/ά3 et 100 Ὣ/ά3. Bien que ces estimés 

initiaux soient des valeurs acceptables, tous les algorithmes montreront de meilleurs taux de 

convergence lorsque les estimés initiaux sont proches des solutions. De plus, les 

concentrations en matière inerte soluble (S_I), en matière inerte particulaire (X_I) et le 

volume dôeau ne sont pas affich®s au Tableau 12 puisquôils sont constants peu importe 

lô®quilibre atteint. 

Ces différentes solutions sont obtenues en faisant varier les estimés initiaux donnés à 

lôalgorithme Hybride de MINPACK. Il est clair quôun bon algorithme devra permettre de 

converger vers la solution dôint®r°t. Côest dans ce but que quelques modifications 

automatiques du modèle ont été proposées. 
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4.2.2 Résultats sur les algorithmes disponibles et modifications apportées 

Tel que vu dans la revue de littérature, les algorithmes de Broyden et Hybride sont très 

similaires. Ils utilisent tous deux les dérivées des équations différentielles nécessaires à la 

construction de la matrice Jacobienne, ils décomposent cette dernière par la méthode dite 

QR et ils cherchent à minimiser les résidus des équations différentielles. Cependant, 

lôalgorithme de Broyden utilise la technique de la pente descendante maximale alors que 

lôalgorithme Hybride de la biblioth¯que MINPACK utilise plut¹t la technique de la r®gion 

de confiance couplée à la technique du zigzag (dog-leg, en anglais). Pour les modèles 

simples, lôalgorithme de Broyden offre des performances similaires ¨ lôalgorithme Hybride. 

Cependant, lorsque le modèle est très non-linéaire, la technique de la zone de confiance 

permet de contrôler la progression de la solution en fonction de la non-linéarité du modèle. 

Les deux algorithmes dans leur version originale sont donc testés sur les trois modèles. La 

sensibilité des algorithmes aux estimés initiaux fait en sorte que plusieurs tentatives se 

soldent par un ®chec de lôalgorithme. Cet échec peut survenir pour de nombreuses raisons. 

Les plus courantes sont une variable dô®tat prenant une valeur ind®finie (NaN ç Not a 

Number », INF « Infini  è) r®sultant dôune division par z®ro, par exemple. Ou encore, 

simplement une convergence trop lente aux yeux de lôalgorithme qui estime alors 

quôaucune solution ne peut °tre calcul®e. Dans tous les cas, la plateforme Tornado ne 

renvoie quôun code dôerreur. La seule information fournie est donc un ®chec de 

lôalgorithme. Dans les figures qui suivent, les r®sultats dôerreur font r®f®rence ¨ ce type 

dô®chec. 

4.2.2.1 Résultats des algorithmes sur le modèle Prédateur ï Proie 

Les algorithmes sont évalués en faisant varier les estimés initiaux des populations de 

prédateurs et de proies entre 0 et 100 000 pour les proies et entre 0 et 1000 pour les 

prédateurs avec vingt valeurs espacées également dans ces intervalles, pour un total de 400 

évaluations. Ces calculs ont été réalisés sur la plateforme Tornado ¨ lôaide de lôexp®rience 

virtuelle de type ExpScenSSRoot . Le d®tail de lôexp®rience virtuelle, en format XML se 

retrouve à lôAnnexe B. Dans ces conditions, le nombre dôessai convergeant ¨ une solution 
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est comptabilis® de m°me que le nombre moyen dô®valuations du mod¯le n®cessaire pour y 

converger. 

Tableau 13 : Performances des algorithmes Broyden et Hybride sur le modèle Prédateur - Proie 

Algorithme 
ὔέάὦὶὩ ὨὩ ὧέὲὺὩὶὫὩὲὧὩί

ὔέάὦὶὩ ὨᴂὩίίὥὭί
 

Nombre moyen 

dô®valuations 

du modèle 

Broyden 400/400 22,35 

Hybride 400/400 19,76 

Ainsi, sur un modèle simple comme le modèle Prédateur ï Proie, les deux algorithmes 

convergent sans probl¯me peu importe lôalgorithme utilis®. Lôalgorithme de Broyden est 

légèrement plus lent, mais la nuance reste très faible.  

Il est également possible de visualiser les solutions où ont convergés les algorithmes en 

fonction des estimés initiaux. Les Figure 24 et Figure 25 montrent les tendances générales 

de convergence en fonction des estimés initiaux. 

 

Figure 24 : Algorithme de Broyden et convergence vers les différentes solutions, modèle 
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Figure 25 : Algorithme Hybride et convergence vers les différentes solutions, modèle Prédateur ï 

Proie 

Lô®tude de ces figures montre un comportement similaire entre les algorithmes de Broyden 

et Hybride. Les deux figures présentent des zones de convergence distinctes pour chaque 

solution. Il est donc possible dôobserver que la solution trouv®e par lôalgorithme d®pend 

tr¯s fortement des valeurs des estim®s initiaux donn®s ¨ lôalgorithme.  

4.2.2.2 Résultat des algorithmes sur le modèle Acide ï Base 

Pour travailler avec le modèle Acide ï Base, il faut dôabord renforcer considérablement les 

seuils de tolérance. En effet, la tol®rance par d®faut des algorithmes est de lôordre de 10 6. 

De plus, le crit¯re dôarr°t de lôalgorithme Hybride est construit ¨ lôaide de lô®quation (110).  
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Base n®cessite lôusage dôune tol®rance tr¯s restrictive. Côest pourquoi la tolérance est posée 

à 10 13. 

Puisque le modèle acide ï base contient trois variables dô®tat, pour des raisons de lisibilit®, 

seules les estimés initiaux des concentrations des ions Ὄ+  et ὕὌ  sont vari®s. Lôestim® 

initial de la concentration de la molécule ὔὌ3 est gardé constant à 5 × 10 5. Cette valeur 

correspond ¨ la moiti® de la concentration de lôazote totale. Il sôagit donc dôun estim® initial 

cr®dible en consid®rant un manque dôinformation suppl®mentaire. 

La formulation du modèle Acide ïBase retourne un message dôerreur lorsque lôalgorithme 

de Broyden tente de le r®soudre ¨ cause de lô®quation de contrainte. En effet, la contrainte 

sur la charge, donnée par lô®quation (99), est une équation algébrique implicite.  

 0 = Ὄ+ + ὔὌ4
+ ὕὌ + ὤ+  (111) 

Puisque les algorithmes de Broyden et Hybride recherchent les valeurs des variables dô®tat 

pour lesquelles les ®quations diff®rentielles sont toutes nulles, lô®quation (99) est écrite sous 

la forme de lô®quation diff®rentielle dôune variable fictive. Lôalgorithme de Broyden ne 

parvient pas à résoudre ce modèle parce que toutes les dérivées partielles par rapport à cette 

variable fictive sont nulles, ce qui génère un Jacobien singulier. Et puisquôune matrice 

singulière est synonyme de système sous-d®termin®, lôalgorithme de Broyden estime 

quôaucune solution satisfaisante ne peut °tre calcul®e. Dans les faits, la seule variable 

pouvant être indéterminée est cette variable fictive ajoutée. Lôind®termination nôest donc 

aucunement une contrainte à la solution du modèle. 

Lôalgorithme Hybride est plus flexible dans son impl®mentation et permet de solutionner 

un tel système et retourne les résultats affichés à la Figure 26. 
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Figure 26 : Algorithme Hybride et convergence vers les différentes solutions, modèle Acide ï 

Base 

Il est possible de tirer quelques conclusions de la Figure 26. Tout dôabord, les estimés 

initiaux convergeant vers la solution physique (ὛὌ= 1.27 × 10 7) semblent assez 

uniformément distribués bien que plus présents autours de sa solution finale. La solution 

inverse (ὛὌ= 1.27 × 10 7) est présente, mais elle est très peu uniforme. Une hypothèse 

pour justifier sa pr®sence de mani¯re aussi disparate est quôune correction trop forte 

appliqu®e ¨ lôestim® par lôalgorithme fasse changer la solution de zone de convergence. 

Finalement la troisième solution (ὛὌ=  3.87 × 10 10) semble posséder une zone de 

convergence assez bien définie aux estimés initiaux très faibles de S_H et très élevés de 

S_OH. 

Le grand nombre dôexp®rience avort®e est principalement d¾ ¨ la variable fictive ajout®e au 

mod¯le. En effet, puisque cette variable nôappara´t nulle part dans le mod¯le, lôalgorithme 

Hybride lui donne des valeurs quasi aléatoires qui varient entre 1,84 × 1026  à 8,46 ×

1025. Bien que ces valeurs nôaffectent pas le reste du mod¯le, lôimpossibilit® de leur fixer 

une valeur oblige r®guli¯rement lôalgorithme Hybride ¨ d®clarer forfait. 
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4.2.2.3 Résultat des algorithmes sur le modèle ASM1 

Le modèle ASM1 présente une complexit® telle quôil est tr¯s difficile de pr®senter les 

r®sultats du r®gime permanent lorsque toutes les variables dô®tat sont loin de leur valeur 

finale. En effet, si les quatorze variables dô®tat devaient prendre deux valeurs diff®rentes 

comme estimé initial, pour tester toutes les combinaisons possibles, il faudrait 16384 essais 

distincts (214). Puisque le modèle ASM1 est généralement bien connu de ses utilisateurs, il 

a été décidé de ne varier les estimés initiaux que par paires pour améliorer la lisibilité. Les 

autres variables dô®tat sont gard®es ¨ des valeurs proches, mais approximatives, de la valeur 

du régime permanent. Ces valeurs sont affichées au Tableau 14. 

Tableau 14 : Variables d'état du modèle ASM1 et décanteur ponctuel. Valeurs au régime 

permanent et estimé initial fourni aux algorithmes de calcul du régime permanent. 

Variable 

dô®tat 

Valeur au 

Régime 

permanent 

Ὣ 

Valeur au 

Régime 

permanent 
Ὣ

ά3
 

Estimé 

initial 

(Ὣ)  

H2O 1e+009  1e+009 

S_ALK 9593,6 9,593 9000 

S_I 10000 10 10000 

S_ND 824,923 0,824 800 

S_NH 49,5313 0,050 50 

S_NO 5741,04 5,741 5000 

S_O 7001,52 7,002 7000 

S_S 9197,03 9,197 9000 

X_BA 10147,7 10,148 10000 

X_BH 67003,5 67,004 67000 

X_I 10000 10 10000 

X_ND 43,2298 0,0432 40 

X_P 3152,23 3,152 3000 

X_S 471,74 0,472 400 

    

Encore une fois, lôid®e g®n®rale est de donner des valeurs raisonnables. Que ces valeurs 

soient si proches de la valeur finale nôest pas un probl¯me en soit comme le d®montreront 

les r®sultats qui suivent puisquôen variant un ou deux estim®s initiaux, il est possible de 

faire diverger la solution finale de faon spectaculaire. De plus, trois variables dô®tat sont 

déjà à leur valeur finale : la masse dôeau (H20) et les composés inertes solubles (S_I) et 
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non-solubles (X_I). Ces choix sont logiques puisque le modèle ASM1 ne génère ni ne 

consomme aucun de ces compos®s. Leur fonction dô®tat est donc un bilan de masse sur les 

entr®es et les sorties. Il est logique quôau r®gime permanent, les entr®es ®galent les sorties. 

Le Jacobien du mod¯le calcul® par lôalgorithme de Broyden est d®clar® singulier à cause du 

volume fixe du mod¯le. Ainsi, lô®quation diff®rentielle de la masse dôeau pr®sente dans le 

réacteur est donnée par 

 
ὨὌ2ὕ

Ὠὸ
= ὗὭὲ ὗέόὸ (112) 

Et puisquôun volume fixe implique que le d®bit de sortie soit ®gal au d®bit dôentr®e, 

lô®quation (112) est nulle en tout temps, de même que toutes ses dérivées partielles 

présentes dans le Jacobien. 

Ce fait emp°che lôutilisation de lôalgorithme de Broyden pour calculer le r®gime permanent 

du mod¯le. Les r®sultats seront donc le fait exclusif de lôalgorithme Hybride. De plus, tel 

quôindiqu® ¨ la section 4.2, lôabondance de solutions possibles diff®rentes ne permet pas de 

toutes les afficher. Côest pourquoi une fonction objectif (équation (113)) est construite pour 

estimer la distance entre la solution calculée et la solution réelle. 

 ὊέὲὧὸὭέὲὕὦὮὩὧὸὭὪ=
ȿώὭ ώὭὙὖȿ

ώὭὙὖ

14

Ὥ= 1

 (113) 

Les résultats sont donc triés en trois catégories : ceux convergeant à la solution ayant un 

sens physique indiquée au Tableau 14, ceux convergeant à une autre solution affichée au 

Tableau 12 et les exp®riences qui retournent un code dôerreur de la part de lôalgorithme. 

Pour les m°mes raisons quôavec le mod¯le Acide ï Base, la tol®rance donn®e ¨ lôalgorithme 

Hybride doit être très serrée pour offrir une convergence acceptable. En effet, tel 

quôindiqu® au Tableau 14, il nôy a pas moins de huit ordres de grandeurs entre la plus 

grande variable dô®tat et la plus petite au r®gime permanent. Ainsi, une tolérance de 10 13 

permet dôesp®rer que lôalgorithme ne sôarr°te pas avant dôatteindre le r®gime permanent. 
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Pour illustrer les performances de lôalgorithme Hybride, les estimés initiaux des variables 

dô®tat X_BH et X_S sont vari®es sur la plage 104 - 5 × 106 pour X_BH et 102 - 106 pour 

X_S selon une échelle logarithmique. 

 

Figure 27 : Algorithme Hybride et convergence vers la solution souhaitée ou non, modèle ASM1 

et décanteur ponctuel. 

Encore une fois, la zone de convergence est très facile à visualiser. Cependant, dans 

lôanalyse des r®sultats, il faut noter que la fonction objectif utilis®e pour d®terminer si la 

solution est bel et bien celle souhaitée (voir équation (113) et le chapitre Matériel et 

Méthode 3.3.1) donne des résultats oscillant entre 10 6 et 10 4. Bien que la fonction 

objectif utilisée soit diff®rente du crit¯re dôarr°t de lôalgorithme Hybride (®quation(110)), 

tiré de la revue de littérature), les deux critères doivent tendre vers zéro lorsque la solution 

est trouvée. Un écart de près de six ordres de grandeurs entre la tol®rance de lôalgorithme 

Hybride et la fonction objectif signifie donc que le crit¯re dôarr°t de lôalgorithme Hybride 

nôest pas id®al pour le mod¯le ASM1 ï Décanteur ponctuel. 

Ces observations militent donc en faveur de plus de flexibilité au niveau des critères 

dôarr°t. De plus, compte tenu des faibles diff®rences entre les r®sultats de lôalgorithme de 

Broyden et de lôalgorithme Hybride sur le mod¯le Pr®dateur ï Proie et des performances 

inacceptables de lôalgorithme de Broyden sur les autres mod¯les tests (Acide ï Base et 


